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Περίληψη

O εντοπισµός και η εκτίµηση των συστηµατικών σφαλµάτων που προέρχονται από ένα όργανο
µέτρησης εξαιτίας της κακής ρύθµισής του, αποτελεί αναγκαία διαδικασία. H αναγκαιότητα αυτής
της διαδικασίας σε τακτά χρονικά διαστήµατα, εξαιτίας των µεταβολών των σταθερών του οργά-
νου µε την πάροδο του χρόνου, ή εξαιτίας της κακής χρησιµοποίησης του, τονίζεται τόσο στα εγ-
χειρίδια χρήσης του οργάνου που δίνονται από τις κατασκευάστριες εταιρείες, όσο και στις προ-
διαγραφές πολλών κρατών. H βαρύτητα δε που δίνουν οι κατασκευάστριες εταιρείες στο πρόβλη-
µα του ελέγχου και της διακρίβωσης των οργάνων φαίνεται και από το πλήθος των δηµοσιευµά-
των τους σε διάφορα περιοδικά ή δικά τους εγχειρίδια. Στην εργασία αυτή αναλύονται τόσο τα
θεωρητικά όσο και τα πρακτικά θέµατα που σχετίζονται µε τη διαδικασία που ακολουθείται για
τον έλεγχο και τη διόρθωση ενός οργάνου, ώστε οι µετρήσεις του να συµφωνούν µε τα εθνικά
πρότυπα.

Λέξεις-Κλειδιά: βαθµονόµηση, διακρίβωση οργάνων, ακρίβεια, αξιοπιστία των µετρήσεων.

1. Eισαγωγή

Bαθµονόµηση ή διακρίβωση ενός οργάνου µέτρησης είναι το σύνολο των δραστηριοτήτων, οι
οποίες σκοπό έχουν τον εντοπισµό και την εκτίµηση των τιµών των σφαλµάτων του. O όρος βαθ-
µονόµηση αποδίδει τον αγγλικό όρο calibration. H έννοια της βαθµονόµησης έρχεται από τις αρ-
χές του δεκάτου ογδόου αιώνα, όπου οι λέξεις "calibre" και "calliper" περιέγραφαν ένα όργανο
µέτρησης ή σύγκρισης διαµετρηµάτων. H ελληνική απόδοση του όρου calibre είναι “διάµετρος
όπλου” και το ρήµα calibrate σηµαίνει “µέτρηση διαµετρηµάτων όπλων” η οποία γινόταν µε ειδι-
κό βαθµολογηµένο κανόνα, του οποίου το διάστηµα µεταξύ της k χαραγής και της µηδενικής ήταν
ίσο µε τη διάµετρο µπάλας κανονιού βάρους k pounts. O όρος calibrate σχετιζόταν µε µετρήσεις
και κανόνες µέτρησης.

Tον δέκατο ένατο αιώνα, ο όρος calibrate σχετίζεται µε τη διαίρεση της µετρικής κλίµακας θερµο-
µέτρων, βαροµέτρων και άλλων οργάνων µέτρησης πίεσης, καθώς και µε τον έλεγχο ήδη “βαθµο-
λογηµένων” οργάνων. Aρχίζει να αναφέρεται σε µετρικά όργανα και η διαδικασία “calibration”
σκοπό έχει τη δηµιουργία πίνακα διορθώσεων, που θα πρέπει να εφαρµοσθούν στις µετρήσεις ορ-
γάνου, ώστε να απαλειφθούν ή ελαχιστοποιηθούν τα εσωτερικά του σφάλµατα.

Στη σύγχρονη ορολογία όρος “calibration” και η ελληνική απόδοσή του “βαθµονόµηση” δηλώνει
τη διαδικασία που ακολουθείται για τον έλεγχο και τη διόρθωση ενός οργάνου, ώστε οι µετρήσεις
του να συµφωνούν µε τα εθνικά πρότυπα.

Oι δύο όροι, µέτρηση και παρατήρηση, έχουν την ίδια έννοια. Kαι οι δύο, χρησιµοποιούνται στην
πράξη και αναφέρονται στη διαδικασία που ακολουθείται, στη σύγκριση δηλαδή κάποιων ποσο-
τήτων της φύσης µε γνωστές ποσότητες, τις λεγόµενες “σταθερές µέτρησης”, αλλά και στο αποτέ-
λεσµα της διαδικασίας αυτής, που είναι ένας αριθµός. Oι ποσότητες που παρατηρούνται, ονοµά-
ζονται παρατηρούµενες ποσότητες. Oι πιο κλασικές παρατηρούµενες ποσότητες στη γεωδαισία
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και στην τοπογραφία είναι οι οριζόντιες γωνίες ανάµεσα σε τρία σηµεία στην επιφάνεια της γης,
οι κατακόρυφες γωνίες, οι διευθύνσεις, τα αζιµούθια, οι οριζόντιες ή κεκλιµένες αποστάσεις και οι
υψοµετρικές διαφορές ανάµεσα σε δύο σηµεία στην επιφάνεια της γης.

Aν και σκεφτόµαστε συνήθως την παρατήρηση σαν µία απλή πράξη, στην πραγµατικότητα περι-
λαµβάνει πολλούς επιµέρους χειρισµούς, όπως, π.χ., στη µέτρηση µιας απλής γωνίας µε θεοδόλιχο
έχουµε την κέντρωση του θεοδολίχου πάνω στο σηµείο στάσης, την οριζοντίωσή του, την εστίαση
του τηλεσκοπίου, την αποκατάσταση των συνθηκών του συστήµατος ανάγνωσης, τη σκόπευση
των σηµείων και τέλος την ανάγνωση της τιµής της γωνίας. Το σύνολο των σφαλµάτων που υπει-
σέρχονται στην παρατήρηση από τους παραπάνω χειρισµούς αποτελούν το σφάλµα της παρατή-
ρησης.

Tο σηµαντικό πρόβληµα κατά τη βαθµονόµηση ενός οργάνου είναι ο διαχωρισµός των σφαλµά-
των που υπεισέρχονται κατ’ αρχάς από τους παραπάνω χειρισµούς, αλλά και από το περιβάλλον
των µετρήσεων, από τα “εσωτερικά του σφάλµατα”. Aνάλογα µε τον τρόπο που γίνεται αυτός ο
διαχωρισµός, οι µέθοδοι βαθµονόµησης χωρίζονται σε εργαστηριακές και σε µεθόδους πεδίου.
Kαι στις δύο περιπτώσεις όµως απαιτούνται:
− Eιδικές διατάξεις (κυρίως στις εργαστηριακές µεθόδους)
− Eιδικές τεχνικές µέτρησης
− Eιδικά µέθοδοι ανάλυσης των παρατηρήσεων και αυστηρά κριτήρια αξιολόγησης της ακρίβει-

ας και της αξιοπιστίας των αποτελεσµάτων (κυρίως στις µεθόδους πεδίου).

Oι εργαστηριακές µέθοδοι βαθµονόµησης εφαρµόζονται στις περιπτώσεις σφαλµάτων τέτοιων,
που δεν διαχωρίζονται εύκολα από άλλα σφάλµατα. Eπίσης, εφαρµόζονται στις περιπτώσεις όπου
η απευθείας επέµβαση στα µέρη του οργάνου είναι ευκολότερη, πιο αξιόπιστη και πιο οικονοµική.
Παρ’ όλα αυτά όµως όλα τα όργανα µπορούν να ελεγχθούν µε µετρήσεις πεδίου από µετρήσεις
των ιδίων οργάνων και πρέπει ο κάθε χρήστης να γνωρίζει τις τεχνικές αυτές ώστε να είναι σε θέ-
ση να τα ελέγχει.

Για την σωστή επιλογή της τεχνικής των µετρήσεων και της ανάλυσης των υπολογισµών, ώστε να
ελεγχθεί και να βαθµονοµηθεί ένα όργανο, απαραίτητη προϋπόθεση είναι να γνωρίζουµε πολύ
καλά το τι µετράµε, και τι σφάλµατα υπεισέρχονται κάθε φορά στις µετρήσεις µας. Aν, για παρά-
δειγµα, µετρούµε µε ένα θεοδόλιχο µε σκοπό να ελέγξουµε το σύστηµα ανάγνωσης και αν πρέπει
να εκτιµήσουµε το σφάλµα που τυχόν παρουσιάζει, τότε θα πρέπει να ακολουθήσουµε ειδικές τε-
χνικές ώστε να αποφύγουµε άλλης µορφής σφάλµατα, ή αν δεν µπορέσουµε να τα αποφύγουµε θα
πρέπει να τα αναγνωρίσουµε και να τα περιγράψουµε µε µαθηµατικές σχέσεις στις εξισώσεις των
παρατηρήσεων.

2. Tα σφάλµατα των παρατηρήσεων

Tα σφάλµατα των µετρήσεων µπορούν να χωρισθούν σε τρεις µεγάλες κατηγορίες:

− Eκείνα που απαλείφονται ή περιορίζονται στο ελάχιστο αν εφαρµόσουµε κάποιες ειδικές τε-
χνικές µέτρησης

− Eκείνα που υπολογίζονται µε τη διαδικασία της βαθµονόµησης και στη συνέχεια χρησιµο-
ποιούνται για τη διόρθωση των παρατηρήσεων, και

− Eκείνα τα οποία παραµένουν στις µετρήσεις και δεν εντοπίζονται, αλλά χαρακτηρίζονται τυ-
χαία. Tα σφάλµατα αυτά ορίζουν την ακρίβεια των µετρήσεων.

Για την καλύτερη ανάλυση των σφαλµάτων και την επιλογή του τρόπου αντιµετώπισής τους, τα
χωρίζουµε σε τέσσερις κατηγορίες, ανάλογα µε την προέλευσή τους:
− Στα προσωπικά σφάλµατα του παρατηρητή, που θεωρούνται τυχαία.
− Στα σφάλµατα του περιβάλλοντος των µετρήσεων. Tα σφάλµατα αυτά αποτελούνται από ένα
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συστηµατικό και ένα τυχαίο µέρος. Mπορούµε να θεωρήσουµε ότι το συστηµατικό µέρος απα-
λείφεται ή γίνεται ασήµαντο, ακολουθώντας κάποιες ειδικές τεχνικές µέτρησης, ή υπολογίζο-
ντας διορθώσεις µε τη βοήθεια παραµέτρων που µετριούνται ανεξάρτητα, ή διευρύνοντας τις
αρχικές εξισώσεις των παρατηρήσεων.

− Στα σφάλµατα που προέρχονται από τις γεωµετρικές αναγωγές, ώστε να υπολογιστεί η τιµή
της παρατήρησης πάνω στην επιφάνεια αναφοράς. Tα σφάλµατα αυτά θεωρούνται τυχαία, και
προέρχονται από την αβεβαιότητα των παραµέτρων εκείνων που χρησιµοποιούνται για τον υ-
πολογισµό των αναγωγών, ή και από την απλοποίηση των σχετικών εξισώσεων. Kατά τη βαθ-
µονόµηση, οι µετρήσεις του οργάνου πρέπει να σχεδιάζονται έτσι ώστε να µην απαιτούνται
γεωµετρικές αναγωγές.

− Στα εσωτερικά σφάλµατα του οργάνου µέτρησης. Tα εσωτερικά σφάλµατα του οργάνου είναι
αυτά που οφείλονται σε ατέλειες της κατασκευής τους ή στην απορρύθµισή τους µε την πά-
ροδο του χρόνου.

Mε τον όρο βαθµονόµηση εννοούµε την εκτίµηση αυτών των σφαλµάτων από µετρήσεις που γί-
νονται µε το ίδιο το όργανο ή από εργαστηριακές µετρήσεις στα µηχανικά ή/και ηλεκτρονικά του
µέρη, καθώς και την εκτίµηση της εσωτερικής ακρίβειας του οργάνου.

3. Aπόλυτη και σχετική βαθµονόµηση. Aυτοβαθµονόµηση

Tο πρόβληµα της βαθµονόµησης, στη γενική του µορφή, τίθεται ως εξής: ∆ίνονται οι παρατηρή-
σεις     

€ 

yo
b  και     

€ 

yb  του πρότυπου οργάνου και του οργάνου που ελέγχεται αντιστοίχως, των κοινών
ποσοτήτων     

€ 

y(a ) του πεδίου βαθµονόµησης. Πεδίο βαθµονόµησης είναι το “σύστηµα” πάνω στο
οποίο γίνονται οι µετρήσεις του οργάνου. Για την περιγραφή του πεδίου βαθµονόµησης επιλέγο-
νται κάποιες παράµετροι   

€ 

x(α ), οι οποίες ονοµάζονται παράµετροι πεδίου ή παράµετροι αναφοράς.
Oι σχέσεις που συνδέουν τις παρατηρούµενες ποσότητες   

€ 

y(α ) µε τις παραµέτρους αναφοράς   

€ 

x(α )

είναι της µορφής

    

€ 

y(α ) = f (x(α )) (1)

Aν θεωρήσουµε ότι το όργανο που ελέγχεται δεν µετράει σωστά, τότε δεν µετρήθηκαν ακριβώς οι
ποσότητες   

€ 

y(α ), αλλά οι   

€ 

y(α ) +ψ , όπου 

€ 

ψ  τα σφάλµατα µέτρησης εξαιτίας των εσωτερικών σφαλ-
µάτων του οργάνου. Για την ανάλυση των παρατηρήσεων του οργάνου αυτού, αντί της σχέσης
(1), χρησιµοποιείται η διευρυµένη

    

€ 

y(α ) = f (x(α ),a(α )) (2)

όπου   

€ 

a(α )  οι παράµετροι βαθµονόµησης ή πρόσθετες παράµετροι, οι οποίες περιγράφουν τα εσω-
τερικά σφάλµατα του οργάνου,   

€ 

ψ =ϕ (a(α )) . Zητείται η εκτίµηση    

€ 

ˆ a  των παραµέτρων   

€ 

a(α ) .

Aπόλυτη Bαθµονόµηση: Aπευθείας µέτρηση µε το όργανο µιας σταθερής ή ορισµένης ποσότη-
τας, ή απευθείας µέτρηση µε ειδικά (πρότυπα) όργανα µηχανικών ή ηλεκτρονικών µερών του ορ-
γάνου που βαθµονοµείται. Tο πεδίο βαθµονόµησης θεωρείται απόλυτα ορισµένο. Tο σύστηµα των
εξισώσεων των παρατηρήσεων σε γραµµική µορφή γράφεται

  

€ 

b = F a + v (3)

όπου a είναι το διάνυσµα των αγνώστων παραµέτρων βαθµονόµησης,   

€ 

b  οι ανηγµένες παρατη-
ρήσεις και v τα σφάλµατα των παρατηρήσεων για τα οποία     

€ 

E{v}= 0  και       

€ 

E{vvT } = C =σ 2 Q o
πίνακας συµµεταβλητοτήτων τους. Για την εφαρµογή της πιστής αναλυτικής παρεµβολής, όπου
έχουµε ένα απλό πρόβληµα προσαρµογής της συνάρτησης που περιγράφει τα σφάλµατα οργάνου
στις παρατηρήσεις που θεωρούνται γνωστές χωρίς σφάλµατα, ικανοποιείται το κριτήριο βελτιστο-
ποίησης .min=vvT (λαµβάνεται  

€ 

Q = I ), ενώ για την εξοµαλυντική αναλυτική παρεµβολή, όπου
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οι παρατηρήσεις συνοδεύονται από τον πίνακα συµµεταβλητοτήτων τους, το κριτήριο βελτιστο-
ποίησης γίνεται       

€ 

vTQ−1v =min.
O όρος   

€ 

F a  περιγράφει τα εσωτερικά σφάλµατα του οργάνου. Tα στοιχεία του πίνακα F είναι τι-
µές γνωστών συναρτήσεων των µεγεθών που µετρά απευθείας το όργανο, αλλά και άλλων παρα-
µέτρων, π.χ., της ηλικίας του οργάνου, της θερµοκρασίας περιβάλλοντος, του χρόνου λειτουργίας
του οργάνου από το "άνοιγµά" του, κλπ.

Σχετική βαθµονόµηση, όπου το όργανο βαθµονοµείται ως προς ένα άλλο, υψηλότερης ακρίβει-
ας, που θεωρείται σωστό. Tο πεδίο βαθµονόµησης ορίζεται από τις µετρήσεις του πρότυπου ορ-
γάνου, οι οποίες συνοδεύονται από τον πίνακα (συµ)µεταβλητοτήτων τους. H ανάλυση των παρα-
τηρήσεων των δύο οργάνων γίνεται διαχωρισµένα ή ταυτόχρονα. Tο σύστηµα των εξισώσεων των
παρατηρήσεων σε µορφή πινάκων γράφεται

    

€ 

bo = Ao x + vo  πρότυπο όργανο (4)

    

€ 

b1 = A1 x + F1 a + v1 το όργανο που ελέγχεται (5)

όπου x και a είναι τα διανύσµατα των αγνώστων παραµέτρων, b οι ανηγµένες παρατηρήσεις και v
τα σφάλµατα των παρατηρήσεων για τα οποία     

€ 

E{v}= 0  και       

€ 

E{vvT } = C =σ 2 Q. O όρος   

€ 

A x  πε-
ριγράφει το σύστηµα πάνω στο οποίο γίνεται η βαθµονόµηση και οι παράµετροι x είναι οι παρά-
µετροι αναφοράς. Aνάλογα µε τη µορφή του όρου   

€ 

F a , τη µορφή δηλαδή των συναρτήσεων που
περιγράφουν τα σφάλµατα του οργάνου, σχεδιάζεται το πεδίο βαθµονόµησης και οι παρατηρήσεις
που θα γίνουν στο πεδίο αυτό.

Συνήθως, το πρόβληµα της σχετικής βαθµονόµησης τίθεται στη µορφή

      

€ 

bo = Ao x1 + vo (6)

    

€ 

b1 = A11 x1 + A12 x2 + F1 a + v1 (7)

όπου δηλαδή οι παρατηρήσεις του πρότυπου οργάνου, αποτελούν κάποιες παραµέτρους αναφοράς
για τον ορισµό του πεδίου βαθµονόµησης, το οποίο ορίζεται στη συνέχεια από τις παρατηρήσεις
του οργάνου που ελέγχεται.

Aυτοβαθµονόµηση: Tο πεδίο βαθµονόµησης ορίζεται από τις ίδιες παρατηρήσεις του οργάνου
που ελέγχεται. Tο σύστηµα των εξισώσεων των παρατηρήσεων του οργάνου που ελέγχεται γρά-
φεται σε γραµµική µορφή

    

€ 

b1 = A1 x + F1 a + v1 (8)

H αυτοβαθµονόµηση και η σχετική βαθµονόµηση γίνεται συνήθως µε µεθόδους πεδίου, όπου τό-
σο οι µετρήσεις, όσο και η υπολογιστική διαδικασία είναι πιο πολύπλοκες.

Ανακεφαλαιώνοντας τα παραπάνω, η βαθµονόµηση ενός οργάνου περιλαµβάνει:
1. Την περιγραφή των εσωτερικών σφαλµάτων του οργάνου
2. Τον σχεδιασµό του πεδίου βαθµονόµησης καθώς και των µετρήσεων
3. Τις µετρήσεις
4. Την ανάλυση των µετρήσεων και την στατιστική αξιολόγηση των αποτελεσµάτων

Οι µετρήσεις γίνονται µε ειδικά όργανα (τα οποία θεωρούνται πρότυπα) πάνω σε µηχανικά ή ηλε-
κτρονικά µέρη του οργάνου που ελέγχεται (απόλυτη βαθµονόµηση), ή µε ειδικά όργανα υψηλής
ακρίβειας (πρότυπα όργανα) του πεδίου βαθµονόµησης για τον ορισµό των παραµέτρων αναφο-
ράς (σχετική βαθµονόµηση), ή είναι µετρήσεις του οργάνου που βαθµονοµείται. Οι τελευταίες
γίνονται σε γνωστό πεδίο (απόλυτη βαθµονόµηση), ή σε πεδίο όπου έχουν γίνει παρατηρήσεις µε
άλλο όργανο και προϋπάρχουν εκτιµήσεις των παραµέτρων αναφοράς (σχετική βαθµονόµηση) ή
σε άγνωστο πεδίο, που ορίζεται µόνο από τις παρατηρήσεις του οργάνου που ελέγχεται (αυτοβαθ-
µονόµηση)
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4. Η ανάλυση των παρατηρήσεων

Tο πρόβληµα της βαθµονόµησης από τη σκοπιά της ανάλυσης των παρατηρήσεων, αντιµετωπί-
ζεται µε την επέκταση του µαθηµατικού µοντέλου ώστε να περιλαµβάνει και τα εσωτερικά σφάλ-
µατα του οργάνου που ελέγχεται. Tο σύστηµα των εξισώσεων παρατηρήσεων σε µορφή πινάκων
γράφεται στη γενική του µορφή

    

€ 

b = A x + F a + v (9)

όπου   

€ 

x και   

€ 

a  είναι τα διανύσµατα των αγνώστων παραµέτρων αναφοράς και βαθµονόµησης αντί-
στοιχα,   

€ 

b  οι ανηγµένες παρατηρήσεις του πρότυπου οργάνου και του οργάνου που ελέγχεται, ή
του οργάνου που ελέγχεται µόνο, v τα σφάλµατα των παρατηρήσεων για τα οποία     

€ 

E{v}= 0  και

      

€ 

E{vvT } = C =σ 2 Q o πίνακας συµµεταβλητοτήτων τους. O όρος   

€ 

A x  περιγράφει το σύστηµα πά-
νω στο οποίο γίνεται η βαθµονόµηση και ο όρος   

€ 

F a  περιγράφει τα εσωτερικά σφάλµατα του ορ-
γάνου.

Iκανοποιώντας το κριτήριο των ελαχίστων τετραγώνων     

€ 

vT P v = min., όπου     

€ 

P = Q−1, προκύπτει το
σύστηµα των κανονικών εξισώσεων

Πίνακας 1. Oι λύσεις µε διάφορες επιλογές ελαχίστων δεσµεύσεων για τον ορισµό του
συστήµατος αναφοράς.

zxH = & :

      

€ 

R x = N x −N xaN a
−1N xa

T + ˙ H T ˙ H 

      

€ 

ˆ x = R x
−1 ux −N xaN a

−1ua + ˙ H T z[ ]
      

€ 

ˆ y = R a
−1 ua −N xa

T ˆ x [ ]

      

€ 

Q ˆ x = R x
−1 − ˙ E T ( ˙ H ̇  E T )−1( ˙ E ˙ H T )−1 ˙ E 

      

€ 

Q ˆ a = N a
−1 + N a

−1N xa
T Q ˆ x N xaN a

−1

      

€ 

Q ˆ x ̂  a = −Q ˆ x N xaN a
−1

και   

€ 

˙ E  ο πίνακας των εσωτερικών δεσµεύσεων   

€ 

˙ E  x = 0.

  

€ 

˙ H  x + ˙ ̇ H  a = z:

    

€ 

R a = N a + ˙ ̇ H T ˙ ̇ H 

    

€ 

R xa = N xa + ˙ H T ˙ ̇ H 

      

€ 

R x = N x −R xaR a
−1R xa

T + ˙ H T ˙ H 

      

€ 

ˆ x = R x
−1 ux −R xaR a

−1ua + ˙ H T z[ ]
      

€ 

ˆ y = R a
−1 ua −R xa

T ˆ x + ˙ ̇ H T z[ ]

      

€ 

Q ˆ x = R x
−1 − ˙ E TS−1 ˙ E 

      

€ 

Q ˆ a = R a
−1 + R a

−1R xa
T Q ˆ x R xaR a

−1 − ˙ ̇ E TS−1˙ ̇ E 

      

€ 

Q ˆ x ̂  a = −Q ˆ x R xaR a
−1 + ˙ E TS−1˙ ̇ E 

      

€ 

S−1 = ( ˙ H ̇  E T + ˙ ̇ H ̇  ̇ E T )−1( ˙ E ˙ H T + ˙ ̇ E ̇  ̇ H T )−1

και   

€ 

˙ E ,   

€ 

˙ ̇ E  οι πίνακες των εσωτερικών δεσµεύσεων   

€ 

˙ E  x + ˙ ̇ E  a = 0 .

  

€ 

˙ H  x = ˙ z  ,   

€ 

˙ ̇ H  a = ˙ ̇ z 

    

€ 

R a = N a + ˙ ̇ H T ˙ ̇ H 

      

€ 

R x = N x −N xaR a
−1N xa

T + ˙ H T ˙ H 

      

€ 

ˆ x = R x
−1 ux −N xaR a

−1ua + ˙ H T ˙ z [ ]

      

€ 

ˆ a = R a
−1 ua −N xa

T ˆ x + ˙ ̇ H T ˙ ̇ z [ ]

      

€ 

Q ˆ x = R x
−1 − ˙ E TS−1 ˙ E 

      

€ 

Q ˆ a = R a
−1 + R a

−1N xa
T Q ˆ x N xaR a

−1 − ˙ ̇ E TS−1˙ ̇ E 

      

€ 

Q ˆ x ̂  a = −Q ˆ x N xaR a
−1

      

€ 

S−1 = ( ˙ H ̇  E T + ˙ ̇ H ̇  ̇ E T )−1( ˙ E ˙ H T + ˙ ̇ E ̇  ̇ H T )−1

και   

€ 

˙ E ,   

€ 

˙ ̇ E  οι πίνακες των εσωτερικών δεσµεύσεων   

€ 

˙ E  x = 0,   

€ 

˙ ̇ E  a = 0 .
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€ 

AT PA AT PF

FT PA AT PF

 

 
 

 

 
  

ˆ x 
ˆ a 

 

 
 
 

 
 =

AT P b
FT P b
 

 
 

 

 
     ή   

    

€ 

N x N xa

N xa
T N a

 

 
 

 

 
  

ˆ x 
ˆ a 

 

 
 
 

 
 =

ux

ua

 

 
 

 

 
          (10)

H λύση, στην περίπτωση που το παραπάνω σύστηµα είναι πλήρους βαθµού, δίνεται από τις σχέ-
σεις

      

€ 

ˆ x = N x
−1(ux −N xaN a

−1 ua )

      

€ 

ˆ a = N a
−1(ua −N xa

T  ˆ x ) (11)

Oι πίνακες των συντελεστών των (συµ)µεταβλητοτήτων των παραµέτρων   

€ 

ˆ x  και   

€ 

ˆ a , καθώς και των
µεταξύ τους διασυµµεταβλητοτήτων, είναι

      

€ 

Q ˆ x = (N x −N xa  N a
−1 N xa

T )−1

      

€ 

Q ˆ a = N a
−1 + N a

−1 N xa
T  N x

−1 N xa  N a
−1

      

€ 

Q ˆ x ̂  a = −N x
−1 N xa  N a

−1  (12)

Aν και στα προβλήµατα βαθµονόµησης οι άγνωστες παράµετροι επιλέγονται έτσι ώστε να είναι
εκτιµήσιµες, οπότε η λύση δίνεται από τις παραπάνω σχέσεις, παρόλα αυτά σε ορισµένες περι-
πτώσεις ενδέχεται να προκύψουν µη εκτιµήσιµες παράµετροι. Mη εκτιµήσιµες µπορεί να είναι
µόνο οι παράµετροι x, αλλά και οι πρόσθετες παράµετροι a. Tο πρόβληµα αυτό των µη εκτιµήσι-
µων παραµέτρων αντιµετωπίζεται µε την εισαγωγή ελαχίστων δεσµεύσεων. Στην πρώτη περίπτω-
ση οι ελάχιστες δεσµεύσεις αναφέρονται µόνο στις παραµέτρους   

€ 

x,   

€ 

˙ H  x = z . Στην δεύτερη περί-
πτωση οι ελάχιστες δεσµεύσεις αναφέρονται και στις παραµέτρους   

€ 

a  και µπορεί να έχουν, ανάλο-
γα µε την εφαρµογή, τη “συνολική” µορφή   

€ 

˙ H  x + ˙ ̇ H  a = z ή τη “διαχωρισµένη” µορφή    

€ 

˙ H  x = z ,

  

€ 

˙ ̇ H  a = z. Στον πίνακα (1) δίνονται οι λύσεις για τις τρεις αυτές επιλογές των ελαχίστων δεσµεύσε-
ων. Aπό τις σχέσεις αυτές προκύπτουν και οι λύσεις µε εσωτερικές δεσµεύσεις   

€ 

˙ E  x = 0, ή

  

€ 

˙ E  x + ˙ ̇ E  a = 0 , ή   

€ 

˙ E  x = 0,   

€ 

˙ ̇ E  a = 0 , όπου οι πίνακες   

€ 

˙ E  και   

€ 

˙ ̇ E  ικανοποιούν τις σχέσεις     

€ 

AT ˙ E = 0 , ή

    

€ 

AT ˙ E + FT ˙ ̇ E = 0 ή     

€ 

AT ˙ E = 0, FT ˙ ̇ E = 0  αντίστοιχα.

Eκτός από τις ελάχιστες δεσµεύσεις, χρήσιµη επιλογή κατά τη βαθµονόµηση των οργάνων είναι
και η λύση µε ουσιαστικές δεσµεύσεις, ανεξάρτητα αν εµφανίζεται ή όχι αδυναµία βαθµού. Oι
ουσιαστικές δεσµεύσεις αναφέρονται στις παραµέτρους αναφοράς   

€ 

x. Mπορεί να είναι κάποιες
σταθερές τιµές γι’ αυτές τις παραµέτρους, οπότε έχουν τη µορφή     

€ 

x = xo (απόλυτη βαθµονόµηση),

ή να έχουν τη γενικότερη µορφή   

€ 

˙ H  x = z .

Στην πράξη οι τιµές     

€ 

xo δεν είναι κάποιες απόλυτα γνωστές τιµές, αλλά προέρχονται από την ανά-
λυση των παρατηρήσεων που έγιναν στο πεδίο βαθµονόµησης µε ένα ακριβέστερο και πιο αξιό-
πιστο όργανο, το πρότυπο όργανο. Για τον λόγο αυτόν είναι προτιµότερη η αντιµετώπισή τους ως
“προϋπάρχουσα πληροφορία” για τις παραµέτρους   

€ 

x, που συνοδεύεται από τον πίνακα βάρους

      

€ 

Px = Qx
−1.

Στο µοντέλο που αναλύουµε,   

€ 

x είναι το διάνυσµα για τις οποίες υπάρχουν οι πρόσθετες πληρο-
φορίες,   

€ 

a  οι παράµετροι που περιγράφουν το σφάλµα, και   

€ 

v  τα σφάλµατα των παρατηρήσεων.
Για τις παραµέτρους   

€ 

v  και   

€ 

x υποθέτουµε ότι ισχύει       

€ 

E{v}= 0 ,     

€ 

E{x}= µ  και οι πίνακες συµµετα-
βλητοτήτων είναι

      

€ 

E{vvT } = C =σ1
2 Q,        

€ 

E{(x−µ)(x−µ)T } = Cx =σ2
2 Qx   και      

€ 

E{(x−µ)vT }= Cxv = 0  (13)

Yπολογίζουµε τον πίνακα συµµεταβλητοτήτων

    

€ 

M = AQxAT + Q (14)
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Όταν προϋπάρχουν εκτιµήσεις για κάποιες από τις άγνωστες παραµέτρους, που συνοδεύονται από
τον πίνακα συµµεταβλητοτήτων τους, είναι δυνατόν οι άγνωστες αυτές παράµετροι, ή να προ-
στεθούν ως επιπλέον ψευδοπαρατηρήσεις, ή ισοδύναµα, να αντιµετωπιστούν ως τυχαίες παρά-
µετροι µαζί µε τα σφάλµατα των παρατηρήσεων v. H αντιµετώπιση αυτή γίνεται στα πλαίσια της
ανεπηρέαστης βέλτιστης γραµµικής εκτίµησης (BLUE), την οποία ακολουθούµε συνήθως σ’ όλες
τις γεωδαιτικές εφαρµογές, µε βάση την ισοδυναµία της µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων
µε πίνακα βάρους τον αντίστροφο του πίνακα συµµεταβλητοτήτων. Στις δύο αυτές περιπτώσεις οι
λύσεις είναι ισοδύναµες και δίνονται από τι σχέσεις

      

€ 

L = (FT M−1F)−1FT M−1

    

€ 

ˆ a = L(b−Axo)

      

€ 

ˆ x = xo + QxAT M−1(I−FL)(b−Axo)

      

€ 

ˆ v = Q M−1(I−FL)(b−Axo) (15)

Πέρα από τη βέλτιστη ανεπηρέαστη γραµµική εκτίµηση, είναι δυνατόν να αντιµετωπισθεί προϋ-
πάρχουσα πληροφορία σχετική µε κάποιες από τις παραµέτρους, είτε αυτή έχει τον χαρακτήρα
κάποιων διαθέσιµων τιµών, είτε ενός διαθέσιµου πίνακα συµµεταβλητοτήτων, χρησιµοποιώντας
διαφορετικά κριτήρια, κυρίως στην κατεύθυνση της άρσης του κριτηρίου να είναι η εκτίµηση ανε-
πηρέαστη και στην αντικατάσταση του κριτηρίου ελάχιστης µεταβλητότητας µε αυτό του ελάχι-
στου µέσου τετραγωνικού σφάλµατος. Oι παραπάνω τύποι στην περίπτωση αυτή παίρνουν τη
µορφή

  

€ 

ˆ a = L (b−α A µ)

      

€ 

ˆ x =α µ + QxAT M−1(I−FL)(b−α A µ)  

    

€ 

ˆ v = Q M−1(I−FL)(b−α A µ) (16)

όπου 

€ 

α  παράµετρος, η οποία παίρνει τιµή ανάλογα µε τη µορφή της εκτίµησης.

Για τη µη “µη οµογενή βέλτιστη γραµµική εκτίµηση (inhomBLE, Best inhomogeneously Linear
Estimation), η οποία ισοδυναµεί µε την “µη οµογενή βέλτιστη ασθενώς ανεπηρέαστη γραµµική
εκτίµηση (inhomBLUE, Best inhomogeneously Linear weakly Unbiased Prediction) έχουµε   

€ 

α = 1.

Στην περίπτωση βαθµονόµησης των οργάνων, επειδή η προϋπάρχουσα πληροφορία προέρχεται
από τις µετρήσεις του πρότυπου οργάνου, που και αυτό χαρακτηρίζεται από ορισµένη ακρίβεια,
προτιµότερη είναι η εφαρµογή της “οµογενούς βέλτιστης γραµµικής εκτίµησης” (homBLE, Best

Πίνακας 2. Oι λύσεις µε ουσιαστικές δεσµεύσεις.

  

€ 

˙ H  x = z

      

€ 

R x = N x −N xa  N a
−1 N xa

T + ˙ H T ˙ H 

      

€ 

ˆ x = R x
−1 [ux −N xaN a

−1 ua ]

      

€ 

ˆ x = ˆ x R −R x
−1 ˙ H T ( ˙ H  R x

−1 ˙ H T )−1( ˙ H  ˆ x R − z)

      

€ 

ˆ a = N a
−1[ua −N xa

T  ˆ x ]

      

€ 

Q ˆ x = R x
−1 −R x

−1 ˙ H T ( ˙ H  R x
−1 ˙ H T )−1 ˙ H  R x

−1

      

€ 

Q ˆ a = N a
−1 + N a

−1 N xa
T  Q ˆ x  N xa  N a

−1

      

€ 

Q ˆ x ̂  a = −Q ˆ x  N xa  N a
−1

    

€ 

x = xo       

€ 

ˆ a = N a
−1[ua −N xa

T  xo] = N a
−1FT P (b−Axo)       

€ 

Q ˆ a = N a
−1

    

€ 

x =
x1

x2

 

 
 

 

 
 

      

€ 

x1 = x1o

    

€ 

˙ H T ˙ H =
0 0

0 I

 

 
 

 

 
  , 

      

€ 

R x
−1=

˜ Q 11
˜ Q 12

˜ Q 12
T ˜ Q 22

 

 
 

 

 
 

    

€ 

ˆ x R =

      

€ 

ˆ x 2 = ˆ x R − ˜ Q 12
T  ˜ Q 11

−1 ( ˆ x R − x1o)

      

€ 

ˆ a = N a
−1[ua −N xa

T  ˆ x ]

      

€ 

Q ˆ x =
0 0

0 ˜ Q 22 − ˜ Q 12
T  ˜ Q 11

−1 ˜ Q 12

 

 
 

 

 
 

      

€ 

Q ˆ a = N a
−1 + N a

−1 N xa
T  Q ˆ x  N xa  N a

−1

      

€ 

Q ˆ x ̂  a = −Q ˆ x  N xa  N a
−1
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homogeneously Linear Estimation), ή της “οµογενούς βέλτιστης γραµµικής ασθενώς ανεπηρέα-
στης εκτίµησης” (homBLUE, Best homogeneously Linear weakly Unbiased Estimation), οι οποίες
είναι “ανθεκτικές” ως προς τα σφάλµατα που περιέχει η πληροφορία αυτή. Oι λύσεις για τις δύο
αυτές εκτιµήσεις δίνονται από τους παραπάνω τύπους για τιµές του συντελεστή 

€ 

α

      

€ 

α =
µT AT M−1(I−FL)b

1+µT AT M−1(I−FL)A µ
   και  

      

€ 

α =
µT AT M−1(I−FL)b

µT AT M−1(I−FL)A µ
(17)

αντιστοίχως. Aπό τις εκτιµήσεις αυτές η πρώτη (homBLE) τείνει να γίνει επηρεασµένη για τις πα-
ραµέτρους   

€ 

x, ενώ η δεύτερη είναι "ασθενώς" ανεπηρέαστη. Θέτοντας     

€ 

µ = xo προκύπτουν οι εκτι-
µήσεις για τα εσωτερικά σφάλµατα του οργάνου, καθώς και τις παραµέτρους   

€ 

x

    

€ 

ˆ a = L (b−α A xo)

      

€ 

ˆ x =α xo + QxAT M−1(I−FL)(b−α A xo)  (18)

      

€ 

ˆ v = Q M−1(I−FL)(b−α A xo)    όπου   
      

€ 

α =
xo

T AT M−1(I−FL)b
xo

T AT M−1(I−FL)A xo

 (19)

Περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τις εκτιµήσεις αυτές δίνονται από τους Schaffrin (1985)
και Dermanis (1991). Στη σύγχρονη βιβλιογραφία δίνονται για τη γενικότερη περίπτωση των εξι-
σώσεων των παρατηρήσεων µε σφάλµατα στον πίνακα σχεδιασµού (errors-in-variables model) και
άλλες λύσεις βασισµένες στις τεχνικές των λεγόµενων ολικών ελαχίστων τετραγώνων (total least
squares) που διαφοροποιούνται από τα προηγούµενα κυρίως στις αριθµητικές µεθόδους που ε-
φαρµόζονται για τη βελτίωση της τελικής λύσης και βασίζονται σε κάποιο σύστηµα διαδοχικών
επαναλήψεων.

Oι εκτιµήσεις των πινάκων (συµ)µεταβλητοτήτων προκύπτουν από τους πίνακες των συντελεστών
των συµµεταβλητοτήτων

      

€ 

Q ˆ a = (FT M−1F)−1

      

€ 

Q ˆ x = QxAT M−1(I−FL)A Qx

      

€ 

Q ˆ v = Q M−1(I−FL)A Q (20)

αν πολλαπλασιασθούν µε τις αντίστοιχες συνιστώσες της µεταβλητότητας αναφοράς.

Για τον υπολογισµό των µεταβλητοτήτων αναφοράς και γενικότερα, των διαστηµάτων εµπιστο-
σύνης και των στατιστικών ποσοτήτων που απαιτούνται για την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων
προτείνεται στη σχετική βιβλιογραφία η εφαρµογή των αριθµητικών µεθόδων Monte Carlo, σε
αντικατάσταση των κλασικών τεχνικών του νόµου µετάδοσης (συµ)µεταβλητοτήτων, για λόγους
ακρίβειας, εξαιτίας κυρίως των σφαλµάτων γραµµικοποίησης των µη γραµµικών εξισώσεων και
των σφαλµάτων στρογγύλευσης που προκύπτουν στην ανάλυση µεγάλου αριθµού δεδοµένων κυ-
ρίως κατά την αντιστροφή µεγάλων πινάκων. Οι µέθοδοι αυτές γενικεύονται και επεκτείνονται και
στη λύση του προβλήµατος εκτίµησης των συνιστωσών της µεταβλητότητας αναφοράς καθώς και
στην εκτίµηση των αρχικών πινάκων (συµ)µεταβλητοτήτων των παρατηρήσεων.

Οι παράµετροι a των αναλυτικών συναρτήσεων που περιγράφουν τα σφάλµατα των οργάνων α-
ντιµετωπίζονται είτε ως άγνωστες παράµετροι χωρίς καµία άλλη πληροφορία, είτε ως παράµετροι
µε βάρη. Στη δεύτερη περίπτωση οδηγούµαστε σε µια υβριδική λύση, όπου αντιµετωπίζεται το
πρόβληµα υπολογισµού ενός πίνακα βάρους W των παραµέτρων a, γνωστό στη γενικότερη γεω-
δαιτική ορολογία ως πρόβληµα “επιλογής της νόρµας” και σχετίζεται µε την οµαλότητα της επι-
λεγµένης αναλυτικής συνάρτησης (∆ερµάνης 1984, 1987).

Σε µια πιο αυστηρή προσέγγιση, είναι δυνατή και µια συνδυασµένη αναλυτική - στοχαστική αντι-
µετώπιση των εσωτερικών σφαλµάτων των οργάνων µέτρησης. Ένα τµήµα των άγνωστων συναρ-
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τήσεων που περιγράφουν τα εσωτερικά σφάλµατα, η κυρίαρχη τάση όπως ονοµάζεται στη σχετική
ορολογία, περιγράφεται µέσω ενός γραµµικού συνδυασµού των αναλυτικών συναρτήσεων και ένα
µικρό µέρος που αποµένει µπορεί να αντιµετωπισθεί ως στοχαστική παράµετρος, µε τη βοήθεια
µιας συνάρτησης συµµεταβλητότητας. Τα σφάλµατα των οργάνων προσεγγίζονται από σχέση της
µορφής   

€ 

F a + s , όπου   

€ 

a  είναι οι άγνωστες ντετερµινιστικές παράµετροι και   

€ 

s  οι στοχαστικές µε-
ταβλητές.

Τέλος, σχετικά µε τη λύση του απλοποιηµένου µοντέλου   

€ 

b = F a + v , µια διαφορετική προσέγγιση
στο πρόβληµα της προσαρµογής µιας συνάρτησης σε αβέβαια δεδοµένα συνίσταται στην περι-
γραφή των συντεταγµένων των σηµείων όλων των εποχών µε τις τεχνικές της ασαφούς λογικής.
Οι παράµετροι παραµόρφωσης αντιµετωπίζονται ως ασαφείς αριθµοί σε ένα ασαφές µοντέλο
γραµµικής παλινδρόµησης, που καθιστά δυνατή την εισαγωγή πληροφοριών µε τη λογική της δη-
µιουργίας ενός έµπειρου συστήµατος υπολογισµών. Από τη διαδικασία προκύπτουν εκτιµήσεις,
που διαχωρίζουν την χωρική αβεβαιότητα από την αβεβαιότητα των παραµέτρων του µοντέλου
και στατιστικά κριτήρια που αντικατοπτρίζουν την πιθανολογική αβεβαιότητα της παρεµβολής.

5. Oι στατιστικοί έλεγχοι

Στη συνέχεια περιγράφονται οι στατιστικοί έλεγχοι που εφαρµόζονται για να εξεταστεί αν τα
σφάλµατα του οργάνου είναι σηµαντικά, σε σχέση µε τα τυχαία σφάλµατα των παρατηρήσεων.
Πριν όµως από την εφαρµογή των στατιστικών αυτών µεθόδων, θα πρέπει να γίνει ο έλεγχος της
αξιοπιστίας των παρατηρήσεων και της σωστής επιλογής του µαθηµατικού και του στοχαστικού
µοντέλου. Oι στατιστικοί έλεγχοι που εφαρµόζονται χωρίζονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες:
α. Aξιολόγηση της αξιοπιστίας των αποτελεσµάτων, και
β. Έλεγχος σηµαντικότητας των εσωτερικών σφαλµάτων των οργάνων.

H έννοια της αξιοπιστίας σχετίζεται µε τις αρχικές υποθέσεις, που αφορούν στις παρατηρήσεις,
στις µαθηµατικές σχέσεις που συνδέουν τις παρατηρήσεις µε τις επιλεγµένες άγνωστες παρα-
µέτρους και στην διαδικασία υπολογισµού αυτών των παραµέτρων. Aν αυτές οι αρχικές υποθέσεις
δεν ισχύουν, τότε οι σχετική υπολογισµοί οδηγούν σε λανθασµένα αποτελέσµατα. H ορθότητα
των αρχικών υποθέσεων ελέγχεται µε την εφαρµογή του ελέγχου της γενικής υπόθεσης. Στα θέµα-
τα των βαθµονοµήσεων των οργάνων µέτρησης, ο έλεγχος της γενικής υπόθεσης για την αξιολό-
γηση της αξιοπιστίας εφαρµόζεται στις παρακάτω περιπτώσεις:
− Έλεγχος µοντέλου (τα συστηµατικά σφάλµατα του οργάνου συµπεριφέρονται όπως περιγρά-

φονται από τις συναρτήσεις που επιλέχτηκαν)
− Έλεγχος για την ύπαρξη χονδροειδών ή άλλων συστηµατικών σφαλµάτων (εκτός από αυτά που

περιγράφονται στις εξισώσεις των παρατηρήσεων) στις µετρήσεις.
− Έλεγχος των δεσµεύσεων και των γεωµετρικών συνθηκών που αναφέρονται στο πεδίο βαθµο-

νόµησης.

Ένας αρχικός έλεγχος, για όλες τις παραπάνω υποθέσεις, γίνεται µε τη βοήθεια του ολικού ελέγ-
χου της µεταβλητότητας αναφοράς, αν είναι γνωστή η αρχική ακρίβεια των παρατηρήσεων. Aν ο
ολικός έλεγχος γίνει δεκτός, τότε µπορούµε να πούµε ότι µε τη συγκεκριµένη πιθανότητα το µα-
θηµατικό µοντέλο (περιγραφή των εσωτερικών σφαλµάτων, διορθώσεις και αναγωγές των παρα-
τηρήσεων κλπ.), καθώς και το στοχαστικό µοντέλο είναι σωστά. Μπορεί ο ολικός έλεγχος να απο-
τελέσει και τον στατιστικό έλεγχο σχετικά µε τη σωστή λειτουργία του οργάνου; Ναι, όταν οι µε-
τρήσεις γίνονται πάνω σε γνωστό πεδίο βαθµονόµησης.

Oι διάφορες µορφές του ελέγχου της γενικής υπόθεσης, όπως χρησιµοποιείται στις παραπάνω πε-
ριπτώσεις, δίνονται στη συνέχεια.
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5.1 Έλεγχοι για την ύπαρξη χονδροειδών σφαλµάτων στις παρατηρήσεις

O έλεγχος αυτός γίνεται µε την τεχνική της “σάρωσης δεδοµένων”. Για κάθε παρατήρηση   

€ 

yi
b υπο-

λογίζονται οι ποσότητες

  

€ 

τ i =
ˆ v i

ˆ σ ( ˆ v i)
  ,   

    

€ 

ti = τ i
f −1

f −τ i
2

(21)

όπου   

€ 

τ i  είναι το “εσωτερικά οµαλοποιηµένο σφάλµα”,     

€ 

ˆ σ ( ˆ v i) = ˆ σ [Q ˆ v ]ii  είναι η τυπική απόκλιση
της εκτίµησης του σφάλµατος   

€ 

ˆ v i ,   

€ 

ti το εξωτερικά οµαλοποιηµένο σφάλµα,   

€ 

f  είναι οι βαθµοί ε-
λευθερίας και   

€ 

Q ˆ v  ο πίνακας των συντελεστών των συµµεταβλητοτήτων των εκτιµήσεων των
σφαλµάτων   

€ 

ˆ v . Στη συνέχεια, ελέγχεται αν ισχύει η σχέση

    

€ 

 ti  ≤  t f −1
αo /2 (22)

ή ισοδύναµα, αν πάρουµε υπόψη µας τις σχέσεις (21) και ότι 
    

€ 

t f −1
αo /2 = F1, f −1

αo

    

€ 

 τ i  ≤  
f  F1, f −1

αo

f −1+ F1, f −1
αo

= τ f −1
αo /2 (23)

όπου το επίπεδο σηµαντικότητας   

€ 

αo  παίρνει συνήθως τιµές από 0.001 (για συνηθισµένες εφαρµο-
γές), έως 0.01 (για εφαρµογές υψηλής ακριβείας).

Αν θεωρήσουµε την αρχική ακρίβεια των παρατηρήσεων γνωστή, ο έλεγχος γίνεται σύµφωνα µε
τη σχέση

    

€ 

zi =
ˆ v i

σ ( ˆ v i)
 ≤  zα /2   (24)

όπου     

€ 

σ ( ˆ v i) =σ o [Q ˆ v ]ii  είναι η τυπική απόκλιση της εκτίµησης του σφάλµατος   

€ 

ˆ v i ,     

€ 

σo
2  η γνωστή

µεταβλητότητα αναφοράς και     

€ 

zα /2  το εκατοστιαίο σηµείο της τυπικής κανονικής κατανοµής.

5.2 Έλεγχος συµβατότητας δύο οµάδων παρατηρήσεων

O έλεγχος των παρατηρήσεων της µιας οµάδας συνολικά (π.χ. του πρότυπου οργάνου), σε σχέση
µε τις παρατηρήσεις της άλλης οµάδας (π.χ. του οργάνου που ελέγχεται), που στην ουσία αποτελεί
τη γενίκευση της σάρωσης δεδοµένων για µια οµάδα παρατηρήσεων, µπορεί να γίνει ή από τα
αποτελέσµατα της ταυτόχρονης συνόρθωσης των παρατηρήσεων των δύο οµάδων, ή από τα απο-
τελέσµατα της συνόρθωσης των παρατηρήσεων της µιας οµάδας και την εφαρµογή µεθόδων πρό-
γνωσης για τον υπολογισµό των στατιστικών στοιχείων της δεύτερης οµάδας. Kαι οι δύο µέθοδοι
είναι ισοδύναµες µεταξύ τους. Στην πρώτη περίπτωση ο έλεγχος βασίζεται στις σχέσεις

      

€ 

T =
ˆ v 2

T Q2
−1ˆ v 2

n2 ˆ σ 2
  ,  

    

€ 

F = T
f − n2

f − n2 T
(25)

και

    

€ 

F  ≤  Fn2 , f −n2

α (26)

ή ισοδύναµα

    

€ 

T  ≤  
f  Fn2 , f −n2

α

f − n2 + n2 Fn2 , f −n2

α
= Tn2 , f −n2

α (27)
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όπου ο δείκτης (2) αναφέρεται στους υποπίνακες που αντιστοιχούν στις n2 παρατηρήσεις που ε-

λέγχονται, και ο πίνακας       

€ 

Q2 = P2 −A2NgA2
T  είναι υποπίνακας των συντελεστών συµµεταβλητο-

τήτων   

€ 

Q ˆ v  των σφαλµάτων   

€ 

ˆ v  που αντιστοιχεί στις παρατηρήσεις αυτές (στα σφάλµατα     

€ 

ˆ v 2).

Στη δεύτερη περίπτωση, ο έλεγχος βασίζεται στον εναλλακτικό τύπο

      

€ 

F =
˜ v 2

TQ ˜ v 
−1˜ v 2

n2 ˆ σ 1
2

≤  Fn2 , f −n2

α (28)

όπου       

€ 

˜ v 2 = y2
b − ˜ y  είναι η πρόγνωση των σφαλµάτων της δεύτερης οµάδας των παρατηρήσεων

(    

€ 

˜ y = f ( ˆ x ) ), η οποία γίνεται µε τη βοήθεια των αποτελεσµάτων της συνόρθωσης της πρώτης οµά-
δας, και   

€ 

Q ˜ v  είναι ο αντίστοιχος πίνακας συµµεταβλητοτήτων.

Πίνακας 3. Έλεγχος της προϋπάρχουσας πληροφορίας του πεδίου βαθµονόµησης από τις παρατηρήσεις του οργάνου
που ελέγχεται

Eκτίµηση Πρόγνωση Έλεγχος

    

€ 

bo = Ao x + vo

      

€ 

˜ v o = bo −Ao ˆ x (1)

      

€ 

Q ˜ v = Po
−1 + Ao Q ˆ x  Ao

T
    

€ 

b1 = A1 x + v1

ή

    

€ 

b1 = A1 x + F1 a + v1

      

€ 

ˆ σ 1
2 , ˆ x (1), Q ˆ x 

    

€ 

xo = x + vo

      

€ 

˜ v o = xo − ˆ x (1)

    

€ 

Q ˜ v = Qx + Q ˆ x 

      

€ 

F =
˜ v oTQ ˜ v 

−1˜ v o
no ˆ σ 1

2
≤  Fno , f1

α

5.3 Έλεγχοι σχετικοί µε τις δεσµεύσεις των παραµέτρων αναφοράς

Σε όλους τους παραπάνω ελέγχους η µηδενική υπόθεση   

€ 

Ho : H  x = z, ελέγχεται σε σχέση µε
την εναλλακτική της   

€ 

Ha : H x ≠ z και γίνεται αποδεκτή για επίπεδο σηµαντικότητας α, αν ισχύει η
σχέση

      

€ 

F =
(H ˆ x − z)T (H Q ˆ x H

T )−1(H ˆ x − z)
k ˆ σ 2

 =
ˆ e T S−1 ˆ e 

k ˆ σ 2
≤  Fk , f

α (29)

όπου   

€ 

ˆ e = H ˆ x − z είναι τα σφάλµατα κλεισίµατος,     

€ 

S = H Q ˆ x  HT  ο πίνακας συµµεταβλητοτήτων

τους, k είναι ο αριθµός των εξισώσεων της γενικής υπόθεσης και οι εκτιµήσεις   

€ 

ˆ x  και   

€ 

ˆ σ 2 , καθώς
και ο πίνακας   

€ 

Q ˆ x , αναφέρεται στη λύση των εξισώσεων b = A x + v ή b = A x + F a + v (χωρίς
να λαµβάνονται υπόψη οι δεσµεύσεις H x = z). Eναλλακτικοί τύποι για τον υπολογισµό της ποσό-
τητας F είναι

  

€ 

F =
f
k
δ ˆ ϕ 

ˆ ϕ 
=

f
k

δ ˆ ϕ 
ˆ ϕ H −δ ˆ ϕ 

(30)

όπου  

€ 

f + k = fH ,       

€ 

δ ˆ ϕ = ˆ ϕ H − ˆ ϕ = ˆ e T S−1 ˆ e  και     

€ 

ˆ ϕ H = ˆ v H
T  P ˆ v H  είναι το κριτήριο που ελαχιστοποιείται

λαµβάνοντας υπόψη και τις εξισώσεις H x = z ως δεσµεύσεις και     

€ 

ˆ ϕ = ˆ v T P ˆ v  είναι το κριτήριο που
ελαχιστοποιείται χωρίς τις παραπάνω δεσµεύσεις, fH είναι οι βαθµοί ελευθερίας µε τις δεσµεύσεις
που ελέγχονται, και f είναι οι βαθµοί ελευθερίας των υπολογισµών χωρίς αυτές τις δεσµεύσεις. Αν
θεωρήσουµε γνωστή την ακρίβεια των παρατηρήσεων ο έλεγχος βασίζεται στη σχέση
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€ 

F =
δ ˆ ϕ 
k σ o

2
=

ˆ e TS−1 ˆ e 
k σ o

2
≤  Fk ,∞

α (31)

όπου     

€ 

σo
2  η γνωστή µεταβλητότητα αναφοράς.

Σύµφωνα µε το διαχωρισµένο αλγόριθµο, οι δεσµεύσεις αυτές µπορούν να εισαχθούν µια-µια χω-
ριστά και όχι ταυτόχρονα όλες µαζί. Έτσι έχουµε τη δυνατότητα ελέγχου κάθε δέσµευσης σε σχέ-
ση µε τις προηγούµενες λύσεις. H υλοποίηση του αλγόριθµου γίνεται ως εξής:

1. Aρχική λύση χωρίς δεσµεύσεις (υπολογίζονται οι πίνακες     

€ 

ˆ x o  και     

€ 

Q ˆ x 
(o)).

2. Eισάγουµε µία-µία τις δεσµεύσεις και παίρνουµε διαδοχικά τις αντίστοιχες λύσεις µέχρι την
ολοκλήρωση της εισαγωγής όλων των δεσµεύσεων. H εισαγωγή για παράδειγµα της k δέσµευσης
    

€ 

hT x = z , όπου     

€ 

hT  είναι η k σειρά του πίνακα H, γίνεται ως εξής: Yπολογίζονται οι ποσότητες

      

€ 

ˆ e = hT  ˆ x (k−1) − z = hr ˆ x r(k−1)

r

∑ − z (32)

      

€ 

q2( ˆ e ) = hT  Q ˆ x 
(k−1)h = hrhs[Q ˆ x 

(k−1)]rs
r

∑ (33)

όπου   

€ 

hr , hs  είναι τα στοιχεία r και s αντίστοιχα του πίνακα h και       

€ 

[Q ˆ x 
(k−1)]rs είναι το στοιχείο της r

γραµµής και της s στήλης του πίνακα       

€ 

Q ˆ x 
(k−1) . O πίνακας είναι αυτός που προέκυψε από τις προη-

γούµενες     

€ 

k −1 δεσµεύσεις. Όταν εισάγεται η πρώτη δέσµευση ο πίνακας αυτός είναι ο     

€ 

Q ˆ x 
(o) . Tο

διάνυσµα       

€ 

ˆ x (k−1)είναι η λύση του συστήµατος των κανονικών εξισώσεων µε τις προηγούµενες
    

€ 

k −1 δεσµεύσεις. Όταν η δέσµευση k είναι η πρώτη δέσµευση, το διάνυσµα αυτό είναι το     

€ 

ˆ x o. E-
λέγχεται η ορθότητα της δέσµευσης

    

€ 

ˆ e 2

ˆ σ k−1
2  q2( ˆ e )

 ~  F1, f k−1
(34)

και στη συνέχεια, αν γίνει αποδεκτή, η κάθε συντεταγµένη   

€ 

ˆ x i
(k )  του διανύσµατος   

€ 

ˆ x  προκύπτει
από τον τύπο

      

€ 

ˆ x i
(k ) = ˆ x i

(k−1) −δˆ x i
(k ) = ˆ x i

(k−1) −
ˆ e 

q2( ˆ e )
[Q ˆ x 

(k−1)]ir hr
r

∑ (35)

και το κάθε στοιχείο     

€ 

[Q ˆ x 
(k )]ij του πίνακα     

€ 

[Q ˆ x 
(k )] , από τον τύπο

      

€ 

[Q ˆ x 
(k )]ij = [Q ˆ x 

(k−1)]ij −
1

q2( ˆ e )
[Q ˆ x 

(k−1)]ir hr [Q ˆ x 
(k−1)]sj hs

s

∑
 
 
 

 
 
 r

∑ (36)

Σε όλους τους παραπάνω τύπους, οι αθροίσεις γίνονται µόνο για τις συντεταγµένες που συµµετέ-
χουν στην δέσµευση.

5.4 Έλεγχοι σηµαντικότητας και επιλογή των πρόσθετων παραµέτρων

Ο έλεγχος σηµαντικότητας των εσωτερικών σφαλµάτων των οργάνων γίνεται απευθείας στις ε-
κτιµήσεις των πρόσθετων παραµέτρων από τη λύση των διευρυµένων εξισώσεων των παρατηρή-
σεων   

€ 

b = A x + F a + v , ή µε βάση τα αποτελέσµατα των απλοποιηµένων εξισώσεων   

€ 

b = A x + v ,
όπου δηλαδή δεν συµπεριλαµβάνονται οι πρόσθετες παράµετροι. Στη δεύτερη περίπτωση ο έλεγ-
χος ακολουθεί συνήθως τη σάρωση δεδοµένων όταν φαίνεται να υπάρχει ένα γενικότερο πρόβλη-
µα αξιοπιστίας και όχι κάποια χονδροειδή σφάλµατα σε µία ή δύο παρατηρήσεις.

Ο ολικός έλεγχος των πρόσθετων παραµέτρων (    

€ 

Ho :a = 0 ,    

€ 

Ha :a ≠ 0) προκύπτει στην ουσία ως
σύγκριση των λύσεων του απλού και διευρυµένου συστήµατος των εξισώσεων των παρατηρήσε-
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ων. Μπορεί να προκύψει από τα αποτελέσµατα της λύσης του διευρυµένου συστήµατος των εξι-
σώσεων των παρατηρήσεων   

€ 

b = A x + F a + v  µε τη βοήθεια της σχέσης

      

€ 

F =
ˆ a TQ ˆ a 

−1 ˆ a 

m ˆ σ δ
2

  ≤  Fm, fδ
α (37)

όπου οι βαθµοί ελευθερίας   

€ 

fδ  και η µεταβλητότητα αναφοράς   

€ 

ˆ σ δ
2  αναφέρονται στη λύση του δι-

ευρυµένου µοντέλου, ή µπορεί να προκύψει από τη σύγκριση της λύσης του απλού συστήµατος
των εξισώσεων των παρατηρήσεων   

€ 

b = A x + v  µε αυτήν του διευρυµένου, σύµφωνα µε τη σχέση

    

€ 

F =
f −m

m
δ ˆ ϕ 

f  ˆ σ 2 −δ ˆ ϕ 
 ≤  Fm, f −m

α (38)

όπου

€ 

ˆ ϕ , f  είναι η τιµή του κριτηρίου των ελαχίστων τετραγώνων και οι βαθµοί ελευθερίας κατά
τη λύση του απλού µοντέλου, ενώ 

€ 

δ ˆ ϕ = ˆ ϕ − ˆ ϕ δ  είναι η διαφορά ανάµεσα στην τιµές των δύο κρι-
τηρίων. Αποδεικνύεται ότι η τιµή 

€ 

δ ˆ ϕ  µπορεί να υπολογιστεί και απευθείας από τη λύση του συ-
στήµατος των εξισώσεων παρατήρησης   

€ 

b = A x + v , σύµφωνα µε τη σχέση

      

€ 

δ ˆ ϕ = ˆ v T P F FT P Q ˆ v P F[ ]−1
FT P ˆ v (39)

Αν ισχύει η σχέση (37) ή η εναλλακτική της (38), τότε θεωρούµε ότι ο όρος   

€ 

F a  είναι ασήµαντος,
διαφορετικά τα σφάλµατα είναι σηµαντικά και πρέπει να προχωρήσουµε στην πιο αναλυτική επι-
λογή των παραµέτρων a.

Έστω 
    

€ 

a =
aI

aII

 

 
 

 

 
  ,  Q ˆ a =

QI QI ,II

QI ,II
T QII

 

 
 

 

 
 (40)

όπου     

€ 

aII  η οµάδα των παραµέτρων των συναρτήσεων   

€ 

fi  που ελέγχονται για τη σηµαντικότητά
τους. Για τον έλεγχο σηµαντικότητας των παραµέτρων     

€ 

aII  (    

€ 

Ho :aII = 0 ~ Ha :aII ≠ 0 ) χρησιµο-
ποιούνται οι σχέσεις

      

€ 

FII =
ˆ a II

T  QII
−1 ˆ a II

mII ˆ σ δ
2

 ,  FII  ≤  FmII , fδ
α (41)

όπου   

€ 

mII  είναι ο αριθµός των αγνώστων παραµέτρων     

€ 

aII .

Σχετικά µε τον έλεγχο σηµαντικότητας µιας µόνο παραµέτρου (    

€ 

Ho : ai = 0 ~ Ha : ai ≠ 0 ), αν ισχύει
η σχέση

    

€ 

ti =
ˆ a i

ˆ σ  q( ˆ a i)
 >  t f

α /2 = F1, f
α   όπου    

    

€ 

q( ˆ a i) = Q ˆ a { }ii
(42)

η παράµετρος   

€ 

ˆ a i  είναι σηµαντική.

Σηµαντικό πρόβληµα για τον έλεγχο και την επιλογή των πρόσθετων παραµέτρων a δηµιουργούν
οι συσχετίσεις, τόσο µεταξύ των πρόσθετων παραµέτρων, όσο και µεταξύ των πρόσθετων και των
άλλων παραµέτρων των υπολογισµών. Για την αντιµετώπιση του προβλήµατος αυτού, µια τεχνική
βασίζεται στον έλεγχο σηµαντικότητας µιας παραµέτρου, ή οµάδας παραµέτρων, που δεν συµµε-
τέχουν στις σχετικές εξισώσεις και που πρόκειται όµως να συµπεριληφθούν, αν ο έλεγχος δείξει
ότι είναι σηµαντικές. H σηµαντικότητα των νέων πρόσθετων παραµέτρων   

€ 

a*, µε πίνακα συντελε-
στών   

€ 

F* , που δεν συµπεριλαµβάνονται στο αρχικό σύστηµα εξισώσεων b = A x + F a + v, ελέγχε-
ται µε βάση τη σχέση
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€ 

F =
f − q

q
δ ˆ ϕ 

f  ˆ σ 2 −δ ˆ ϕ 
 ≤  Fq, f −q

α (43)

όπου 
      

€ 

δ ˆ ϕ = ˆ v T P F* F*
T P Q ˆ v P F*[ ]−1

F*
T P ˆ v (44)

  

€ 

q  είναι ο αριθµός των νέων πρόσθετων παραµέτρων   

€ 

a* και οι ποσότητες   

€ 

f ,   

€ 

Q ˆ v ,   

€ 

ˆ v ,   

€ 

ˆ σ 2  αναφέ-
ρονται στις αρχικές εξισώσεις, χωρίς τις παραµέτρους αυτές. Για µία παράµετρο   

€ 

a*, µε διάνυσµα

συντελεστών     

€ 

f*
T , o έλεγχος παίρνει τη µορφή

    

€ 

t = r
f −1

f − r2
 ≤  t f −1

α /2       όπου    
      

€ 

r2 =
f*

T P Q ˆ v 
−1 ˆ v [ ]

2

ˆ σ 2 f*
T P Q ˆ v P f*

  (45)

Πρέπει στο σηµείο αυτό να τονίσουµε πως η γενική υπόθεση επιτρέπει τη σύγκριση µόνο δύο υ-
ποθέσεων που αντιστοιχούν σε µαθηµατικά µοντέλα τέτοια ώστε το ένα, αυτό της µηδενικής υπό-
θεσης, να αποτελεί “ενφωλιασµένη” µορφή του άλλου, εκείνου της εναλλακτικής υπόθεσης. Στην
περίπτωση όµως της βαθµονόµησης των οργάνων µέτρησης, µέσα στα διαφορετικά εναλλακτικά
µαθηµατικά µοντέλα συµπεριλαµβάνονται και περιπτώσεις όπου ένα µοντέλο δεν µπορεί  να απο-
τελέσει ενφωλιασµένη µορφή του άλλου, και εποµένως η εφαρµογή της γενικής υπόθεσης σαν
εργαλείο σύγκρισης είναι αδύνατη.

Eκτός από τους παραπάνω ελέγχους, που στηρίζονται στην εφαρµογή του γνωστού από τη θεωρία
εκτίµησης εργαλείου της στατιστικής ερµηνείας που ονοµάζεται “έλεγχος της γενικής υπόθεσης”
και που εφαρµόζονται στα αποτελέσµατα της τελικής ανάλυσης των παρατηρήσεων, κατά την
αρχική επεξεργασία επαναλαµβανόµενων µετρήσεων, µπορούν να εφαρµοσθούν, και πολλές φο-
ρές απαιτούνται, και άλλοι έλεγχοι, συνήθως οι γνωστοί ως µη παραµετρικοί, όπως είναι o ο έλεγ-
χος της κατανοµής των παρατηρήσεων, ο έλεγχος τυχαιότητας, κλπ.

5.5 Κριτήρια ποιότητας για τον σχεδιασµό του πεδίου βαθµονόµησης

Πριν προχωρήσουµε στην τελική υλοποίηση του πεδίου βαθµονόµησης που έχει σχεδιασθεί, θα
πρέπει να αξιολογηθεί η ποιότητά του. Aξιολόγηση ποιότητας σηµαίνει:
 Έλεγχος της ακρίβειας: Συνίσταται στην αρχική εκτίµηση των κριτηρίων ακρίβειας των εσωτερι-
κών σφαλµάτων του οργάνου, για τα οποία έχει σχεδιασθεί το πεδίο βαθµονόµησης.
Έλεγχος της αξιοπιστίας: Aναφέρεται στα κριτήρια αξιοπιστία των στατιστικών ελέγχων που ε-
φαρµόζονται ώστε να γίνουν αποδεκτά τα αποτελέσµατα της βαθµονόµησης (Ρωσσικόπουλος
1999, ∆ούκας και Ρωσσικόπουλος 2010). Π.χ. να γνωρίζουµε πόσο µεγάλα είναι τα πιθανά χον-
δροειδή σφάλµατα σε κάθε παρατήρηση που απορροφώνται στην ανάλυση των παρατηρήσεων
και εµφανίζονται ως σφάλµατα οργάνου κατά τη βαθµονόµηση (έλεγχος εσωτερικής αξιοπιστίας),
και πώς επιδρούν τα χονδροειδή αυτά σφάλµατα στις τελικές εκτιµήσεις των εσωτερικών σφαλµά-
των (έλεγχος εξωτερικής αξιοπιστίας).

Eπειδή στις µετρήσεις η πιο συνηθισµένη αιτία για αναξιόπιστα αποτελέσµατα είναι τα χονδροει-
δή σφάλµατα, για τον λόγο αυτό και η έννοια της αξιοπιστίας, όπως εµφανίζεται στη σχετική βι-
βλιογραφία, συνδέεται µε την ύπαρξη χονδροειδών σφαλµάτων στις τιµές των µετρήσεων.

Aυτό που ενδιαφέρει ιδιαίτερα κατά τον σχεδιασµό του πεδίου βαθµονόµησης, είναι να κα-
ταλήξουµε σ’ ένα τέτοιο σχήµα ώστε να ελαχιστοποιηθεί το µέγεθος του σφάλµατος (χονδροει-
δούς ή συστηµατικού που δεν περιγράφεται στο διευρυµένο µοντέλο) κάθε µέτρησης, που µπορεί
να “αφοµοιωθεί” κατά τους υπολογισµούς, αλλά και να ελαχιστοποιηθεί η “µεταβολή” των παρα-
µέτρων που ορίζουν το πεδίο βαθµονόµησης καθώς και των παραµέτρων που περιγράφουν τα ε-
σωτερικά σφάλµατα, εξαιτίας του σφάλµατος αυτού. H επίδραση του οριακού χονδροειδούς
σφάλµατος µιας µέτρησης πάνω στις εκτιµήσεις των παραµέτρων, που περιγράφουν το πεδίο και
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τα εσωτερικά σφάλµατα των οργάνων, ονοµάζεται εξωτερική αξιοπιστία. Kατά τον σχεδιασµό του
πεδίου βαθµονόµησης θα πρέπει τα κριτήρια της εξωτερικής αξιοπιστίας να είναι µικρότερα ή το
πολύ ίσα µε την απόδοση του οργάνου.

Στην περίπτωση όµως των βαθµονοµήσεων των οργάνων µέτρησης, είναι εξίσου σηµαντική η α-
ξιολόγηση της αξιοπιστίας κάθε στατιστικού ελέγχου που εφαρµόζεται στα αποτελέσµατα των
υπολογισµών. Για παράδειγµα, σχετικά µε την αξιοπιστία του ελέγχου της γενικής υπόθεσης που
αναφέρεται στις παραµέτρους αναφοράς που ορίζουν το πεδίο βαθµονόµησης, θα πρέπει να ανα-
λυθούν τα παρακάτω ερωτήµατα:
− Mήπως ο έλεγχος της γενικής υπόθεσης δεν περνά επειδή τα σφάλµατα κλεισίµατος των υπο-

θέσεων που ελέγχονται δέχονται την επίδραση ενός χονδροειδούς σφάλµατος που αφοµοιώ-
θηκε στους σχετικούς υπολογισµούς;

− Ποιό είναι το οριακό µέγεθος του σφάλµατος κλεισίµατος µιας υπόθεσης που αναφέρεται στο
πεδίο βαθµονόµησης και που θεωρείται σηµαντικό στον αντίστοιχο στατιστικό έλεγχο;

− Ποια είναι η επίδραση ενός τέτοιου σφάλµατος στα τελικά αποτελέσµατα αν οι συνθήκες που
ελέγχονται συµπεριληφθούν ως δεσµεύσεις στην ανάλυση των µετρήσεων;

Σχετικά µε την αξιοπιστία του ελέγχου σηµαντικότητας των πρόσθετων παραµέτρων που περι-
γράφουν τη συµπεριφορά των εσωτερικών σφαλµάτων του οργάνου µέτρησης θα πρέπει να ανα-
λυθούν τα παρακάτω ερωτήµατα:
− Mήπως µία παράµετρος είναι σηµαντική επειδή δέχεται την επίδραση ενός χονδροειδούς

σφάλµατος που αφοµοιώθηκε στους σχετικούς υπολογισµούς;
− Ποιό είναι το οριακό µέγεθος της παραµέτρου που µπορεί να δείξει ο στατιστικός έλεγχος ότι

είναι σηµαντική; Aν η υπολογισµένη τιµή της παραµέτρου είναι µικρότερη από το µέγεθος αυ-
τό τότε ο έλεγχος δεν είναι αξιόπιστος.

− Ποια είναι η επίδραση στα τελικά αποτελέσµατα αν αποφασισθεί λάθος ότι η παράµετρος δεν
είναι σηµαντική ως συνιστώσα περιγραφής του σφάλµατος του οργάνου και αφαιρεθεί από
τους υπολογισµούς;

6. O έλεγχος της ακρίβειας των οργάνων µέτρησης

O έλεγχος της ακρίβειας του οργάνου, µπορεί να γίνει κατά τη βαθµονόµησή του αν αυτό επιτρέ-
πεται από το πεδίο βαθµονόµησης, ή διαφορετικά αποτελεί µια χωριστή διαδικασία. Kαι στις δύο
περιπτώσεις θα πρέπει να αναλυθούν οι επιδράσεις όλων των σφαλµάτων στην ακρίβεια της µέ-
τρησης και οι επιδράσεις που δεν συµπεριλαµβάνονται στο διευρυµένο µαθηµατικό µοντέλο να
εµφανισθούν ως συνιστώσες της τελικής ακρίβειας. Στη συνέχεια, να εφαρµοσθούν πολυπλοκό-
τερα µοντέλα συνόρθωσης, όπως είναι για παράδειγµα η εκτίµηση και ο έλεγχος των συνιστωσών
της µεταβλητότητας αναφοράς ή µέθοδοι ανάλυσης πολλών µεταβλητών. H τελική ακρίβεια προ-
κύπτει ως η συνισταµένη του µέρους εκείνου που προέρχεται από τις τεχνικές εκτίµησης των συ-
νιστωσών της µεταβλητότητας αναφοράς, καθώς και του µέρους εκείνου που προέρχεται από τις
εκτιµήσεις των µεταβλητοτήτων των εσωτερικών σφαλµάτων που υπολογίζονται κατά η βαθµο-
νόµηση.

Tο τελικό σφάλµα µιας παρατήρησης όπως έχει ήδη αναφερθεί, προκύπτει από αθροιστικές επι-
δράσεις πολλών επιµέρους σφαλµάτων, όπως: τα εσωτερικά σφάλµατα του οργάνου που δεν απα-
λείφονται ακολουθώντας ειδικές τεχνικές κατά τη µέτρηση, β) τα σφάλµατα του περιβάλλοντος
και γ) τα σφάλµατα των  επιµέρους χειρισµών που κάνει ο παρατηρητής. Mια αρχική ανάλυση της
ακρίβειας των παρατηρήσεων βασίζεται στην περιγραφή, µε τη βοήθεια µαθηµατικών σχέσεων,
των σφαλµάτων που επηρεάζουν τις παρατηρήσεις στη συγκεκριµένη τεχνική µέτρησης που ακο-
λουθείται, και στην εφαρµογή του νόµου µετάδοσης των συµµεταβλητοτήτων στις σχέσεις αυτές.
Aν υποθέσουµε ότι έχουµε m διαφορετικές επιδράσεις στην τελική ακρίβεια των παρατηρήσεων,
ο πίνακας των µεταβλητοτήτων των παρατηρήσεων γράφεται
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€ 

E{vvT }= C =σ1
2V1 +σ2

2V2 + ...+σm
2 Vm (46)

όπου     

€ 

σ i
2,     

€ 

i = 1,2,...,m  είναι οι άγνωστες συνιστώσες και     

€ 

Vi  είναι οι γνωστοί πίνακες των συντε-
λεστών συµµεταβλητοτήτων. Ένα εργαλείο της στατιστικής, χρήσιµο για τη λύση του παραπάνω
προβλήµατος, είναι η µέθοδος εκτίµησης των συνιστωσών της µεταβλητότητας αναφοράς (Varia-
nce Component Estimation).

Eφαρµογή του προβλήµατος των συνιστωσών της µεταβλητότητας αναφοράς, εκτός από την ανά-
λυση της ακρίβειας ενός οργάνου έχουµε για τον υπολογισµό της σχέσης µεταξύ των βαρών δια-
φορετικών παρατηρήσεων (όπως είναι π.χ. οι παρατηρήσεις του πρότυπου οργάνου και του οργά-
νου που ελέγχεται κατά τη σχετική βαθµονόµηση), ή για τον υπολογισµό της σχέσης των βαρών
παρατηρήσεων που έγιναν σε διαφορετικές εποχές ή σε διαφορετικές συνθήκες.

Kατά τη βαθµονόµηση των οργάνων δεν είναι πάντοτε δυνατή η ανάλυση της ακρίβειας του οργά-
νου που ελέγχεται, επειδή δεν µπορούν να ορισθούν όλες οι συνιστώσες της. Σ’ αυτές τις περιπτώ-
σεις, ο έλεγχος της ακρίβειας γίνεται διαχωρισµένα από τη βαθµονόµηση, σε άλλο πεδίο µετρή-
σεων.

Για να εφαρµοσθούν οι µέθοδοι αυτές και να είναι εκτιµήσιµες οι συνιστώσες της ακρίβειας του
οργάνου, θα πρέπει και το πεδίο των µετρήσεων να είναι ειδικά σχεδιασµένο, αλλά και τα µεγέθη
που µετριούνται να είναι τέτοια ώστε οι συνιστώσες της ακρίβειας να είναι σηµαντικές. Για παρά-
δειγµα, κατά την βαθµονόµηση του EDM σε µια εργαστηριακή βάση για το κυκλικό σφάλµα, δεν
µπορεί να ελεγχθεί η ακρίβεια του οργάνου επειδή η βάση έχει µήκος το πολύ 100 µέτρα και η
συνιστώσα που εκφράζει τις επιδράσεις των σφαλµάτων κλίµακας στην τελική ακρίβεια δεν προσ-
διορίζεται. Σε µια τέτοια βάση όλες οι αποστάσεις θεωρούνται ίσης ακρίβειας. Γενικά ένα πεδίο
βαθµονόµησης είναι ειδικά σχεδιασµένο έτσι ώστε ορισµένες επιδράσεις να απαλείφονται ή να
ελαχιστοποιούνται.
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