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Περίληψη 
Στην παρούσα εργασία εξετάζεται η επίδραση της συν-διακύµανσης µεταξύ συσχετισµένων 
µετρήσεων στην αβεβαιότητα του αποτελέσµατος µέτρησης καθώς και αποτελεσµατικοί τρόποι 
αντιµετώπισης µερικών συχνά εµφανιζόµενων περιπτώσεων συσχέτισης. Το πλαίσιο σε αυτή την 
απόπειρα παρέχεται από το ISO “GUM”. Επίσης, παρουσιάζεται ένα παράδειγµα δειγµατοληψίας 
συσχετισµένων τυχαίων µεταβλητών για εφαρµογή σε προσοµοιώσεις και επεκτείνεται η χρήση 
υπολογιστικών φύλλων για την εκτίµηση αβεβαιότητας σε περιπτώσεις ύπαρξης συσχετίσεων 
µεταξύ των µετρούµενων µεγεθών.  

 
Abstract  
Τhe present work investigates the influence of covariance between correlated measurements on the 
estimation of the uncertainty of a measurement result as well as efficient methods for handling the 
most common types of correlation. The ISO “GUM” provides the framework for this study. In 
addition, examples are presented concerning the generation of samples of correlated random 
variables for use in simulation as well as for a spreadsheet method of uncertainty budgeting 
including covariance between the model variables.  

 
1. Εισαγωγή 
Το “Guide to the Expression of Uncertainty in Measurements” (GUM) (ISO 1995) αποτελεί εδώ 
και 15 χρόνια την διεθνώς αποδεκτή µεθοδολογία για την εκτίµηση της αβεβαιότητας µετρήσεων, 
µιάς παραµέτρου που χαρακτηρίζει την αξιοπιστία του αποτελέσµατος µέτρησης ενός φυσικού 
µεγέθους. Αν και η µεθοδολογία πλέον εφαρµόζεται στην ευρύτερη µετρολογική κοινότητα, σε 
κάποιες περιπτώσεις η ορθότητα της εφαρµογής µπορεί να θέσει υπό αµφισβήτηση το τελικό 
αποτέλεµα της µέτρησης. Η συνεκτίµηση της επίδρασης συσχετίσεων µεταξύ των µετρούµενων 
µεγεθών ή αντίστοιχα συν-διακυµάνσεων των τυχαίων µεταβλητών που υπεισέρχονται στο 
µοντέλο που περιγράφει την µετρητική διεργασία είναι µία τέτοια περίπτωση. Συνήθως υπάρχει 
απροθυµία συµπερίληψης αυτού του είδους «επιπλοκών» στο ισοζύγιο αβεβαιότητας θεωρώντας 
είτε “de facto” την απουσία συσχετισµών ή απλώς αγνοώντας την συνεισφορά τους.  

Στην πραγµατικότητα, σπάνια εµφανίζονται µετρήσεις χωρίς συσχετίσεις, αν και η σηµαντικότητά 
τους µπορεί να διαφέρει κατά περίπτωση. Αυτές οφείλονται πάντα σε συστηµατικές επιδράσεις, 
είτε άµµεσες µεταξύ των µετρούµενων µεγεθών ή έµµεσες µέσω ενός τρίτου µεγέθους. Έτσι, οι 
συσχετίσεις µεταξύ µετρούµενων µεγεθών µπορούν να αποδοθούν είτε στην ταυτόχρονη µέτρησή 
τους είτε  στην υποβόσκουσα επίδραση από την χρήση κοινού µετρητικού εξοπλισµού, προτύπου 
ή δεδοµένου αναφοράς, µετρητικής µεθόδου ή ακόµη και παρόχου υπηρεσιών διακρίβωσης.  

Στην παρούσα εργασία, γίνεται µία σύστηµατική µελέτη της µεθοδολογίας του “GUM” σε 
περιπτώσεις ύπαρξης συσχετισµένων µετρήσεων. Ιδιαίτερα εξετάζονται περιπτώσεις µε συχνή 
εµφάνιση στον χώρο των διακριβώσεων φυσικών µεγεθών µε σκοπό την ανάδειξη καταστάσεων 
όπου η συσχέτιση µπορεί να επιδράσει παρατηρήσιµα στην αξιοπισία του αποτελέσµατος. 
Συµπληρωµατικά, παρουσιάζεται ένα παράδειγµα παραγωγής τυχαίων δειγµάτων από µία 
κανονική δι-µεταβλητή κατανοµή για χρήση στην διάδοση κατανοµών πιθανοτήτων µε 
προσοµοίωση Monte-Carlo (JCGM 2008) καθώς και µία τροποποίηση της µεθόδου εκτίµησης 
αβεβαιότητας µέσω υπολογιστικού φύλλου (Kragten 1994) ώστε να περιλαµβάνει 
συνδιακυµάνσεις µεταξύ των µεταβλητών του µοντέλου µέτρησης.  



 
2. Η Μεθοδολογία του Καθιερωµένου GUM για Συσχετισµένες Μετρήσεις 
Ένα από τα µεγαλύτερα πλεονεκτήµατα της µεθοδολογίας του “GUM” είναι το γεγονός ότι η 
εκτίµηση της µετρητικής αβεβαιότητας προέρχεται από το ίδιο µοντέλο που χρησιµοποιείται για 
τον υπολογισµό του αποτελέσµατος της µέτρησης. ∆εδοµένης της ευελιξίας στην επιλογή του 
µοντέλου καθώς και της εισαγωγής σε αυτό όλης της διαθέσιµης πληροφορίας σχετικά µε την 
µέτρηση, η µεθοδολογία µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επιτυχή αντιµετώπιση σχεδόν κάθε 
περίπτωσης µέτρησης. Η διαθέσιµη γνώση, αφού µετατραπεί σε τυπική αβεβαιότητα u(xi) ή συν-
διακύµανση, u(xi, xj) των εκτιµήσεων xi, xj, διαδίδεται µέσω του νόµου διάδοσης των 
αβεβαιοτήτων για να εκτιµηθεί η τυπική αβεβαιότητα του αποτελέσµατος, u(y) µέσω της 
έκφρασης (παρ. 5.2 του “GUM”) 
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Η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί ισοδύναµα µε µορφή πινάκων 
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συµβολίζεται ο ανάστροφος. Αυτή η µορφή έχει σαφή πλεονεκτήµατα ιδιαίτερα σε υπολογιστικές 
εφαρµογές ενώ εύκολα επεκτείνεται σε περιπτώσεις πολυµεταβλητών αποτελεσµάτων µέτρησης.   

Η συν-διακύµανση πρακτικά εκφράζεται µέσω του συντελεστή συσχέτισης r(xi, xj) ο οποίος 
παίρνει τιµές µεταξύ -1 ≤ r(xi, xj) = r(xj, xi) ≤ 1 ή του αντίστοιχου ΝxN πίνακα r(xi, xj)  
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περιγράφοντας µε έναν περιεκτικό τρόπο τον βαθµό συσχέτισης µεταξύ των εκτιµήσεων των 
µεταβλητών του µοντέλου µέτρησης. Το βασικό ζητούµενο για πληρότητα του παραπάνω 
φορµαλισµού είναι τρόποι εκτίµησης των συντελεστών συσχέτισης. Αν και δεν αποδίδεται πάντα 
η δέουσα προσοχή, το “GUM” περιλαµβάνει σχετικές τεχνικές ανάλογα µε τον τρόπο 
υπολογισµού των αβεβαιοτήτων.  

Έτσι στην περίπτωση επαναληπτικών µετρήσεων (παρ. 5.3.2), που συνάδει µε τον τρόπο Α 
υπολογισµού αβεβαιοτήτων, αναφέρει ότι η συν-διακύµανση µεταξύ συσχετισµένων µεταβλητών 
Xi, Xj στο µοντέλο µέτρησης που εκτιµούνται από τους µέσους όρους n ανεξάρτητων ζευγών 
ταυτόχρονων παρατηρήσεων κάτω από τις ίδιες συνθήκες µέτρησης υπολογίζεται ως 

)Xx()Xx(1)-n(n
1

XXs()x,xu( jjk

n

1k
iikjiji −−≈= ∑

=

),  (4) 

Αντίστοιχα, η περίπτωση όπου η συσχέτιση προέρχεται έµµεσα από ένα τρίτο µέγεθος και η 
αβεβαιότητα εκτιµάται µε τον τρόπο Β υπολογισµού εκτίθεται στις παρ. 5.2.4 και F.1.2.3. Αν 
λοιπόν δύο µεταβλητές Xi, Xj εξαρτώνται από έναν αριθµό ασυσχέτιστων µεγεθών Q1,…, QL 
µέσω γνωστών σχέσεων Xi = F(Q1,…, QL) και Xj = G(Q1,…, QL), χωρίς υποχρεωτικά να 
εµφανίζονται όλες οι µεταβλητές Ql και στις δύο παραπάνω συναρτησιακές σχέσεις, τότε οι 
αβεβαιότητες των εκτιµήσεών τους είναι 
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όπου u(ql) η αβεβαιότητα της εκτίµησης της µεταβλητής Ql. Εφαρµόζοντας την διάδοση 
αβεβαιοτήτων στο µοντέλο που τώρα περιλαµβάνει µόνο ασυσχέτιστες µεταβλητές Y = f(X1,..., 
Xi-1, Xi+1, Xj-1, Xj+1,…, XN, Q1,…, QL), προκύπτει ότι 
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Πρέπει να σηµειωθεί η παρατήρηση στις παραγράφους 5.2.4 και F.1.2.4 του “GUM” ότι, όπου 
είναι εφικτό, πρέπει να προτιµάται να περιλαµβάνονται αναλυτικά οι κοινές επιδράσεις ως 
ανεξάρτητες µεταβλητές στο µετρητικό µοντέλο µε αποτέλεσµα την αποφυγή συσχετίσεων και 
των αντίστοιχων συν-διακυµάνσεων στην εκτίµηση της αβεβαιότητας του αποτελέσµατος.  

 
3. Μερικά Παραδείγµατα Εφαρµογής 
3.1 Προσθετικά και Παραγοντικά Μοντέλα 
Πολύ συχνά η διεργασία της διακρίβωσης µπορεί να παρασταθεί µε απλά προσθετικά ή 
παραγοντικά µοντέλα µέτρησης της µορφής 
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Το αθροιστικό µοντέλο µε το πρόσηµο «+» θα µπορούσε να αντιπροσωπεύει για παράδειγµα την 
ταυτόχρονη χρήση δύο προτύπων βαρών για την διακρίβωση της ένδειξης ζυγού ενώ µε το 
πρόσηµο «-» θα µπορούσε να αντιπροσωπεύει µία σύγκριση προτύπων βαρών µε ίδιες 
ονοµαστικές τιµές. 

Εφαρµόζοντας την (1) για την εκτίµηση της αβεβαιότητας του αποτελέσµατος προκύπτουν 
εντελώς αντίστοιχες εκφράσεις 
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όπου οι µεταβλητές ξ και η στην (6β) εκφράζουν τις αντίστοιχες σχετικές αβεβαιότητες των 
εκτιµήσεων x1 και x2. Αν οι µεταβλητές είναι πλήρως συσχετισµένες, r = ± 1, τότε η αβεβαιότητα 
των αποτελεσµάτων δίνεται από τις απλές εκφράσεις 
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Είναι προφανές ότι ανάλογα µε τα πρόσηµα είτε των συντελεστών c1, c2 ή των εκθετών p1, p2 η 
αβεβαιότητα µπορεί να είναι σηµαντικά διαφορετική από αυτή που εκτιµάται στην περίπτωση 
ασυσχέτιστων µεταβλητών. Η εξάρτηση της διακύµανσης V(y) από τον συντελεστή συσχέτισης r 
και από τον λόγο των επιµέρους αβεβαιοτήτων των µεταβλητών Vrel = u(x1)/u(x2) του αθροιστικού 
µοντέλου µε c1 = c2 = 1 φαίνεται στο σχήµα 1 (σηµεία). Επιπλέον, απεικονίζεται η αντίστοιχη 
διακύµανση µε την υπόθεση της ανεξαρτησίας των µεταβλητών (γραµµές). Συµπερασµατικά, η 
συµπερίληψη της συν-διακύµανσης στο αποτέλεσµα της µέτρησης είναι σηµαντική όταν οι 
αβεβαιότητες των µεταβλητών του µοντέλου είναι παρόµοιες (Vrel ≤ 3), ενώ σε αντίθετα 
περίπτωση δεν επιδρά σηµαντικά στην εκτίµηση.  

 
3.2 Ταυτόχρονος Προσδιορισµός Αριθµού Μετρούµενων Μεγεθών   
Στο ISO “GUM” αναφέρεται ότι µία εκτίµηση ενός µετρούµενου µεγέθους Υ µέσω του 
µετρητικού µοντέλου µπορεί να γίνει µε δύο ισοδύµανους τρόπους (παρ. 4.1.4)  

α) από τους µέσους όρους των Ν µεταβλητών που προκύπτουν από n ανεξάρτητες παρατηρήσεις 
έκαστης εξ’αυτών 
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β) από τον µέσο όρο n ανεξάρτητων προσδιορισµών Yk, του Υ, που έχουν την ίδια αβεβαιότητα 
και προκύπτουν από την ταυτόχρονη παρατήρηση των Ν µεταβλητών 
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Το “GUM” προτείνει την χρήση του (β) τρόπου όταν το µοντέλο είναι µη-γραµµικό ή ιδιαίτερα 
πολύπλοκο ενώ στα Παραρτήµατα H.2 και Η.4 του ιδίου αναπτύσσονται παραδείγµατα εκτίµησης 
της αβεβαιότητας καθώς και των συν-διακυµάνσεων και µε τους δύο τρόπους. 

Το παράδειγµα που θα παρουσιασθεί εδώ αφορά στον προσδιορισµό της πυκνότητας του αέρα, ρa, 
η οποία χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό της διόρθωσης άνωσης στον προσδιορισµό µάζας. Σε 
περιπτώσεις υψηλών απαιτήσεων, η πυκνότητα του αέρα υπολογίζεται µέσω της αναθεωρηµένης 
σχέσης CIPM 81/91 (Davis 1992, Park et. al. 2004), αλλά για τους σκοπούς του παραδείγµατος θα 
εκτιµηθεί από µία προσεγγιστική σχέση (Schwartz et. al. 2007) 

t273,15
t)exp(0,0612h0,009024-p0,34848=ρa +

⋅⋅⋅  (7) 

Στον πίνακα 1 παρατίθενται οι ταυτόχρονες µετρήσεις της θερµοκρασίας του αέρα, t, της σχετικής 
υγρασίας, h, και της ατµοσφαιρικής πίεσης, p για τον προσδιορισµό της πυκνότητας του αέρα 
µέσω της (7). Στον ίδιο πίνακα παρουσιάζονται οι εκτιµήσεις του µετρούµενου µεγέθους και οι 
αντίστοιχες αβεβαιότητες σύµφωνα µε τους τρόπους που προτείνονται από το “GUM”: τρόπος 
(α), ρa(α) και u(ρa), και τρόπος (β), ρa(β) και sm(ρa). Επίσης, µε σκοπό την σύγκριση, φαίνεται και 
η αβεβαιότητα, uuncorr(ρa), υπολογισµένη θεωρώντας ότι δεν υπάρχουν συσχετίσεις µεταξύ των 
µεταβλητών του µοντέλου. Από την σύγκριση προκύπτει ότι και οι δύο τρόποι παράγουν 
ισοδύναµα αποτελέσµατα ήτοι, 1,18770 ± 4,9x10-4 kg/m3. Αντίθετα, η παράλειψη της συν-
διακύµανσης των µεταβλητών του µοντέλου υποεκτιµά την αβεβαιότητα περίπου 10% σε αυτή τη 
περίπτωση. Ο πίνακας των συντελεστών συσχέτισης, r(xi, xj), που χρησιµοποι υπολογίστηκε µέσω 
των (3) και (4). 
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Σχήµα 1. Εξάρτηση της διακύµανσης V(y) από τον συντελεστή συσχέτισης r και από τον 

λόγο Vrel . Συσχετισµένες µεταβλητές (σηµεία), ανεξάρτητες µεταβλητές (γραµµή)  

 
 
 
 
 
 



Πίνακας 1. Μετρήσεις θερµοκρασίας αέρα, t, σχετικής υγρασίας, h, και ατµοσφαιρικής πίεσης, p 
και συγκριτική εκτίµηση µετρητικής αβεβαιότητας της πυκνότητας του αέρα.  

 Θερµοκρασία 
Αέρα t (oC) 

Σχετική 
Υγρασία (%) 

Ατµοσφαιρική 
Πίεση (mbar) 

 Πυκνότητα Αέρα 
ρa,i (kg/m3) 

 23,3 45,5 1015,1  1,18750 
 23,2 47,1 1015,3  1,18797 
 23,1 49,3 1015,9  1,18883 
 22,9 51,0 1015,5  1,18903 
 23,2 48,6 1014,7  1,18707 
 23,3 47,7 1013,9  1,18581 
      

 
=Xi  23,17 48,20 1015,07 

 
ρa(β) = 1,18770 

 
sm(Xi) = 0,06 0,77 0,28 

 
sm(ρa) =  

 
4,9E-04 

 
ρa(α) = 

 
1,18770  

    

u(ρa) = 4,9E-04  1,000 -0,890 -0,622 
uuncorr(ρa) = 4,4E-04 r(xi, xj) = -0,890 1,000 0,336 

   -0,622 0,336 1,000 
 
3.3 Αναλυτικά Μοντέλα µε Γνωστές Συσχετίσεις 
Όταν οι µεταβλητές του µοντέλου σχετίζονται µε τύπου Β υπολογισµό αβεβαιοτήτων και υπάρχει 
κάποιο επικουρικό µοντέλο το οποίο περιγράφει τη συσχέτιση µεταξύ τους τότε µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί η σχέση (6) για την εκτίµηση της συνδιακύµανσής τους. Σε αυτή την περίπτωση 
είναι προφανές ότι θα υπάρχουν συν-διακυµάνσεις µόνο µέσω κοινών µεταβλητών σε όλες τις 
συναρτησιακές σχέσεις του βοηθητικού µοντέλου. Για την επίδειξη της µεεθόδου θα 
χρησιµοποιηθεί ένα παράδειγµα από την µετρολογία µάζας. Ως γνωστό, η µάζα ενός αγνώστου 
πρότυπου βάρους mt, προσδιορίζεται σε σχέση µε την µάζα ένα πρότυπο βάρος αναφοράς mr, 
ίδιας ονοµαστικής τιµής µέσω ζύγισης όπως περιγράφεται από την σχέση 

∆m+)V-V(ρ+m=m wrtart  (8) 

όπου Vt και Vr είναι οι όγκοι του αγνώστου βάρους και του προτύπου βάρους αναφοράς 
αντίστοιχα και ∆mw η διαφορά ένδειξης του ζυγού αφού µετατραπεί σε µάζα µέσω της 
ευαισθησίας του (Schwartz et. al. 2007). Το πρότυπο αναφοράς συχνά παίζει τον ρόλο ενός 
προτύπου µεταφοράς της ακρίβειας αφού και αυτό έχει διακριβωθεί σε σχέση µε άλλο πρότυπο 
µάζας mst και όγκου Vst υψηλότερης ακρίβειας σε πυκνότητα αέρα ρst ώστε  

∆m+)V-V(ρ+m=m stw,strststr   

Το παραπάνω υποδηλώνει ότι η µάζα και ο όγκος του προτύπου µεταφοράς, mr και Vr, είναι 
συσχετισµένα µεγέθη και ως εκ τούτου χαρακτηρίζονται από συν-διακύµανση που δίνεται από 
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ενώ ο συντελεστής συσχέτισης µέσω της (3) γράφεται ως 
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Για αντιπροσωπευτικές τιµές του εργαστηρίου Μάζας του ΕΙΜ, ο συντελεστής της (9) ισούται µε 
0,2207. Με βάση τα παραπάνω, η αβεβαιότητα της διόρθωσης άνωσης ubuoy, 
συµπεριλαµβανοµένης της συνδιακύµανσης u(mr, Vr) δίνεται από  
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Είναι χαρακτηριστικό ότι στην περίπτωση που ρa = ρst αφαιρείται η συνεισφορά της αβεβαιότητας 
του όγκου του προτύπου µεταφοράς δεδοµένου ότι η άνωση που αυτό υφίσταται δεν συµµετέχει 
καθόλου στον προσδιορισµό της µάζας του αγνώστου πρότυπου βάρους. 

 
3.4 Προσαργογή Μέσω του Κριτηρίου των Ελαχίστων Τετραγώνων 
Ο εκτιµητής των ελαχίστων τετραγώνων είναι ίσως ο δηµοφιλέστερος εκτιµητής στηριζόµενος 
στην αρχή του πιθανότερου ενδεχοµένου (maximum likelihood estimator) (Taylor 1992) και ως εκ 
τούτου δεν θα µπορούσε να απουσιάζει από το “GUM” (Παράρτηµα Η.3). Επειδή υπάρχει 
εκτενής βιβλιογραφία όσον αφορά στην εκτίµηση µέσω ελαχίστων τετραγώνων (Mandel 1984, 
Barlow 1989 για παράδειγµα) δεν θα επιχειρηθεί συνολική ανασκόπηση της µεθόδου, αλλά θα 
εστιάσουµε στην αξιοπιστία της πρόβλεψης που γίνεται µέσω των εκτιµηθέντων παραµέτρων ενός 
απλού γραµµικού µοντέλου µεταξύ δύο µεταβλητών Υ και Χ. 

Ξεκινώντας από τις στατιστικές υποθέσεις του προβλήµατος, δηλ., ότι τα σφάλµατα των 
παρατηρήσεων yi είναι ανεξάρτητα και οµοιόµορφα κατανεµηµένα και προέρχονται από µία 
κανονική κατανοµή Ν(0, σ), η ευθεία που περιγράφει βέλτιστα την σχέση µεταξύ των δύο 
µεταβλητών είναι 

cXm )))
+=Y  (10)

όπου m) , c)  οι εκτιµήσεις των παραµέτρων της και Y
)

 η πρόβλεψη του µοντέλου για τιµές της 
µεταβλητής X. Η αβεβαιότητα της πρόβλεψης µπορεί απλά να υπολογιστεί από την εφαργογή της 
διάδοσης των αβεβαιοτήτων στην (21), λαµβάνοντας υπόψη όµως ότι οι εκτιµηθείσες παράµετροι 
είναι συσχετισµένες µέσω των παρατηρήσεων yi, ώστε αυτή να δίνεται ως 

  )c,m2Xu()c(u)m(uX)Yu( 222 )))))
++=   

Ο τελευταίος όρος της συν-διακύµανσης στην παραπάνω σχέση είναι πολύ σηµαντικός και εάν 
δεν συµπεριληφθεί θα οδηγήσει σε υπερεκτίµηση της αβεβαιότητας της πρόβλεψης. Στο σχήµα 2. 
απεικονίζονται τα αποτελέσµατα προσαρµογής δεδοµένων µε χρήση των ελαχίστων τεραγώνων, 
καθώς επίσης και η ζώνη εµπιστοσύνης (95%) που αποδίδεται στις προβλεψεις του γραµµικού 
µοντέλου όταν περιλαµβάνεται ή όχι η συνδιακύµανση. 

X

Y

 
Σχήµα 2. Ελάχιστα τετράγωνα σε γραµµικό µοντέλο. Οι καµπύλες απεικονίζουν ζώνες 
επµιστοσύνης (95%) µε (συµπαγής) ή χωρίς (διακεκοµένη) την συνδιακύµανση.  Με τον 
σταυρό απεικονίζεται το κέντρο βάρους των ζευγών και η αντίστοιχη αβεβαιότητα (95%). 

Αποδεικνύεται (Draper and Smith 1998) ότι αν τα ζεύγη (xi, yi) κεντρωθούν, δηλ. η προσαρµογή 
γίνει στα ( Xxi − , Yyi − ), όπου ( Y,X ) το κέντρο βάρους των πειραµατικών ζευγών, τότε οι 
προβλέψεις του µοντέλου και οι αντίστοιχες διακυµάνσεις δίνονται από 
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αφού 0)m,Yu( =) . Από την τελευταία σχέση συπµεραίνουµε ότι για XX =  η αβεβαιότητα της 
πρόβλεψης ισούται µε τη τυπική απόκλιση του µέσου Y .   

 
4. Προσοµοιώση Monte-Carlo µε Συσχετισµένες Μεταβλητές 
Η διάδοση των κατανοµών των τυχαίων µεταβλητών ενός µετρητικού µοντέλου µέσω 
προσοµοίωσης για την εκτίµηση της αβεβαιότητας και του αντίστοιχου διαστήµατος 
εµπιστοσύνης του αποτελέσµατος της µέτρησης περιγράφεται στο “GUM S1” (JCGM 2008). 
Όταν οι τυχαίες µεταβλητές είναι συσχετισµένες η δειγµατοληψία τυχαίων αριθµών γινεται από 
την κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανοτήτων (joint PDF) της αντίστοιχης πολυµεταβλητής 
κατανοµής. Το “GUM S1” περιγράφει ένα σχετικό αλγόριθµο γεννήτριας τυχαίων αριθµών για 
την πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή, Ν(µ, V) όπου µ είναι ένα nx1 διάνυσµα αναµενόµενων 
τιµών και V ένας nxn πίνακας συν-διακύµανσης (παρ. C.5). Προϋπόθεση για την λειτουργία της 
γεννήτριας είναι ο πίνακας V να είναι τουλάχιστο θετικά ηµι-ορισµένος, ώστε o αλγόριθµος να 
µην επηρεάζεται από διάφορες πηγές αριθµητικών σφαλµάτων (Kessel et. al. 2009). Στο σχήµα 3α 
παρουσιάζεται η δειγµατοληψία 1000 σηµείων από µία δι-µεταβλητή (bi-variate) κανονική 
κατανοµή µε θετική συσχέτιση, αντίστοιχη του σχήµατος C.1 που εµφανίζεται στο “GUM S1”. Οι 
αναµενόµενες τιµές των µεταβλητών, µ, και ο πίνακας συν-διακύµανσης, V, που 
χρησιµοποιήθηκαν ήταν 
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και η προσοµοίωση πραγµατοποιήθηκε µε το πρόσθετο του EXCEL MCSim (Barreto and 
Howland 2005).  Η θετική κλίση είναι απόρροια της θετικής συσχέτισης (r = 0,95) µεταξύ των 
µεταβλητών. Στο σχήµα 3β φαίνεται η ίδια προσοµοίωση µε ανεξάρτητες µεταβλητής (r = 0).   
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Σχήµα 3α. Ζεύγη (Υ1, Υ2) που λήφθησαν από 
δι-µεταβλητή κανονική κατανοµή (r = 0,95).  

Σχήµα 3b. Ζεύγη (Υ1, Υ2) που λήφθησαν από 
ανεξάρτητες κανονικές κατανοµές (r = 0).  

 
5. Συσχετισµένες Μετρήσεις και Υπολογιστικά Φύλλα 
Η ιδέα της χρήσης υπολογιστικών φύλλων (spreadsheets) για την κατάρτιση ισοζυγίων 
αβεβαιότητας και αριθµητικής εφαρµογής του νόµου διάδοσης των αβεβαιοτήτων προτάθηκε πρίν 
από περίπου 15 χρόνια (Kragten 1994). Το σκεπτικό είναι ότι αν η αβεβαιότητα u(xi) θεωρηθεί ως 
µία µικρή µεταβολή της εκτίµησης xi, τότε µέσω του αναπτύγµατος Taylor πρώτης τάξης της 
συνάρτησης του µετρητικού µοντέλου προκύπτει ότι 
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Αµέσως γίνεται αντιληπτό ότι οι όροι που υπεισέρχονται στον νόµο διάδοσης αβεβαιοτήτων 
µπορούν να προσεγγισθούν, κάτω από προϋποθέσεις, από µία απλή διαφορά των τιµών της 
συνάρτησης αποφεύγοντας περίπλοκους αναλυτικούς υπολογισµούς ή επικίνδυνα αριθµητικά 
σφάλµατα. Επιπλέον, η (2) µε την βοήθεια της (3) και (11) γράφεται ως 
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Με την προϋπόθεση ότι ο πίνακας συσχέτισης είναι γνωστός η αβεβαιότητα του αποτελέσµατος 
µπορεί να υπολογισθεί εύκολα µέσω πολλαπλασιαµού πινάκων στο EXCEL (Gottfried 1998).  

 
Συµπεράσµατα 
Παρουσιάσθηκαν οι κυριότερες πηγές συν-διακύµανσης συσχετισµένων µετρήσεων και διάφορες 
τεχνικές για τον συν-υπολογισµό της στην αβεβαιότητα του µετρητικού αποτελέσµατος. Οι 
περισσότερες από αυτές τις τεχνικές περιέχονται στο ISO “GUM” το οποίο αποτελεί τον 
πληρέστερο οδηγό εκτίµησης της µετρητικής αβεβαιοτήτας. Το κυριότερο πρόβληµα για να 
συµπεριληφθούν αποτελεσµατικά οι συνδιακυµάνσης στην εκτίµηση της αβεβαιότητας είναι ο 
προσδιορισµός τους που απαιτεί σηµαντική πειραµατική εµπειρία.  
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