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Περίληψη 

H έννοια της αξιοπιστίας σε ένα πρόβληµα εκτίµησης σχετίζεται µε τις αρχικές υποθέσεις που 
αφορούν στις µετρήσεις, στις µαθηµατικές σχέσεις που συνδέουν τις µετρήσεις µε τις επιλεγµέ-
νες άγνωστες παραµέτρους και στη διαδικασία υπολογισµού αυτών των παραµέτρων. Αν αυτές 
οι αρχικές υποθέσεις δεν ισχύουν, τότε η ολική διαδικασία οδηγείται σε λανθασµένα αποτελέ-
σµατα. H ορθότητα των αρχικών υποθέσεων καθώς και κάθε στατιστική υπόθεση σχετική µε τα 
αποτελέσµατα της ανάλυσης των παρατηρήσεων και της εκτίµησης των αγνώστων παραµέ-
τρων, ελέγχεται µε την εφαρµογή του στατιστικού ελέγχου της γενικής υπόθεσης. Επειδή στις 
συνήθεις εφαρµογές η πιο συνηθισµένη αιτία για αναξιόπιστα αποτελέσµατα είναι τα σφάλµατα 
των µετρήσεων, για το λόγο αυτό και η έννοια της αξιοπιστίας συνδέεται κυρίως µε την ύπαρξη 
χονδροειδών σφαλµάτων στις µετρήσεις. Στην περίπτωση ειδικών εφαρµογών όπου απαιτείται 
υψηλή ποιότητα αποτελεσµάτων, είναι εξίσου σηµαντική η αξιολόγηση της αξιοπιστίας κάθε 
στατιστικού ελέγχου που εφαρµόζεται στα αποτελέσµατα της εκτίµησης και των σχετικών υπο-
λογισµών. Στην εργασία αυτή αρχικά γίνεται αναφορά στην αξιοπιστία της σάρωσης δεδοµέ-
νων, αλλά η έννοια της αξιοπιστίας επεκτείνεται και στον έλεγχο της γενικής υπόθεσης, όπως 
εφαρµόζεται στην ανάλυση των µετρήσεων και την εκτίµηση των αγνώστων παραµέτρων. 

Λέξεις κλειδιά: στατιστικός έλεγχος, σάρωση δεδοµένων, εσωτερική αξιοπιστία, εξωτερική αξιο-
πιστία.  
 
Abstract 

The reliability related to an estimation problem, is associated with the initial assumptions about 
the measurements, the mathematical relationships that link the measurements to the unknown 
parameters selected and finally, the process of calculating these parameters. If these initial 
assumptions are not valid, then the whole process led to incorrect results. The accuracy of the 
initial assumptions and any statistical assumption on the results of the analysis of observations 
and assessment of unknown parameters, are all controlled by the application of statistical testing 
of the general case. For usual applications (with average accuracy standards), the most common 
cause of unreliable results is the errors in the measurements. Therefore, the concept of reliability 
is mainly linked to the existence of coarse errors in measurements. On the other hand, in the 
case of special applications which demand high accuracy standards, it is equally important to 
assess the credibility of any statistical test applied to the results of the assessment and calcula-
tion. This paper initially refers to the reliability of the data snooping, but the concept of reliabil-
ity is extended to test the general case (general hypothesis), as applied both to the analysis of 
measurements and to the estimation of unknown parameters. 

Keywords: hypothesis testing, data snooping, internal reliability, external reliability.  
 
1. Eισαγωγή 
Σε κάθε στατιστικό έλεγχο που εφαρµόζεται σ’ ένα πρόβληµα εκτίµησης, ελέγχεται η βασική 
υπόθεση, που ονοµάζεται µηδενική υπόθεση, σε σχέση µε µία ή περισσότερες εναλλακτικές και 
µπορούν να συµβούν τα παρακάτω: Αν δεχθούµε ότι η µηδενική υπόθεση είναι σωστή, και εί-
ναι πράγµατι σωστή, τότε οδηγούµαστε σε σωστή απόφαση. H πιθανότητα να συµβεί αυτό εί-
ναι ίση µε το συντελεστή εµπιστοσύνης 1-α, όπου α είναι το επίπεδο σηµαντικότητας του στατι-
στικού ελέγχου. Αν απορρίψουµε τη µηδενική υπόθεση, αλλά και στην πραγµατικότητα αυτή 



 

δεν ισχύει, τότε οδηγούµαστε επίσης σε σωστή απόφαση. H πιθανότητα να απορρίψουµε µια 
πραγµατικά λανθασµένη υπόθεση είναι ίση µε την ισχύ του ελέγχου 1-β. Αν απορρίψουµε τη 
µηδενική υπόθεση, ενώ στην πραγµατικότητα αυτή είναι σωστή, τότε αποφασίζουµε λάθος. H 
πιθανότητα γι’ αυτή την λανθασµένη απόφαση (σφάλµα τύπου I) είναι ίση µε το επίπεδο σηµα-
ντικότητας α. Αν δεχθούµε ότι η µηδενική υπόθεση είναι σωστή, ενώ πράγµατι αυτή δεν ισχύει, 
τότε αποφασίζουµε λάθος. H πιθανότητα γι’ αυτή την λανθασµένη απόφαση (σφάλµα τύπου II) 
είναι ίση µε β. 

Ο έλεγχος της αξιοπιστίας αναφέρεται στα κριτήρια αξιοπιστίας των στατιστικών ελέγχων που 
εφαρµόζονται ώστε να γίνουν αποδεκτά τα αποτελέσµατα και οι σχετικές στατιστικές αποφά-
σεις. Επειδή στις συνήθεις εφαρµογές η πιο συνηθισµένη αιτία για αναξιόπιστα αποτελέσµατα 
είναι τα σφάλµατα των µετρήσεων, για τον λόγο αυτό και η έννοια της αξιοπιστίας συνδέεται 
κυρίως µε την ύπαρξη χονδροειδών σφαλµάτων στις µετρήσεις. Παραδείγµατος χάριν, κατά τον 
έλεγχο για τον εντοπισµό πιθανών προβληµατικών µετρήσεων µε τη διαδικασία που είναι γνω-
στή ως σάρωση δεδοµένων (data snooping, Baarda, 1967, Hawkins, 1980), υπάρχει η πιθανότη-
τα β να µη γίνει αντιληπτό ένα συστηµατικό ή χονδροειδές σφάλµα. H έννοια της αξιοπιστίας 
συνδέεται µε το οριακό µέγεθος του σφάλµατος που µπορεί να εντοπιστεί, ώστε να µην οδηγη-
θούµε σε σφάλµα τύπου II. Tο οριακό αυτό σφάλµα, όπως θα δούµε στη συνέχεια, µπορεί να 
προσδιοριστεί για κάθε παρατήρηση, αν οριστούν οι πιθανότητες α και β. 

Για να αξιολογήσουµε λοιπόν την ποιότητα των αποτελεσµάτων της εκτίµησης, εκτός από τη 
µέτρηση της (εσωτερικής) ακρίβειάς τους, θα πρέπει να γνωρίζουµε αρχικά πόσο µεγάλα είναι 
τα πιθανά σφάλµατα που δεν θα εντοπισθούν κατά το σχετικό έλεγχο, αν γίνουν βέβαια, και 
πώς θα επιδράσουν τα σφάλµατα αυτά στις εκτιµήσεις των άλλων αγνώστων παραµέτρων. Δια-
χωρίζουµε δύο συνιστώσες για την αξιολόγηση της αξιοπιστίας, σύµφωνα µε τον ορισµό του 
Baarda: 
- την εσωτερική αξιοπιστία, που εκφράζεται από αυτό που ονοµάζουµε οριακό σφάλµα, δηλα-
δή το µικρότερο χονδροειδές ή συστηµατικό σφάλµα που µπορεί να ανιχνευθεί για κάθε πα-
ρατήρηση µε µια δεδοµένη πιθανότητα, αν εφαρµοστεί η σάρωση δεδοµένων, και  

- την εξωτερική αξιοπιστία, που δείχνει την επίδραση ενός σφάλµατος µεγέθους ίσου µε το 
οριακό σφάλµα, που δεν εντοπίζεται, στα τελικά αποτελέσµατα.  

Στην περίπτωση ειδικών εφαρµογών, όπου απαιτείται υψηλή ποιότητα αποτελεσµάτων, είναι 
εξίσου σηµαντική η αξιολόγηση της αξιοπιστίας κάθε στατιστικού ελέγχου που εφαρµόζεται 
στα αποτελέσµατα της εκτίµησης και των σχετικών υπολογισµών και όχι µόνο αυτού της σά-
ρωσης δεδοµένων. Στην εργασία αυτή θα αναφερθούµε αρχικά στην αξιοπιστία της σάρωσης 
δεδοµένων, όπως προτάθηκε από τον Baarda, αλλά θα επεκτείνουµε και θα αναλύσουµε την 

 
Πίνακας 1. Η εκτίµηση µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. 

Συµβολισµοί 
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έννοια της αξιοπιστίας στον έλεγχο της γενικής υπόθεσης, όπως εφαρµόζεται στα προβλήµατα 
ανάλυσης των µετρήσεων και εκτίµησης των αγνώστων παραµέτρων µε τη µέθοδο των ελαχί-
στων τετραγώνων. 

 
2. Ο έλεγχος των παρατηρήσεων 
Κατά το στατιστικό έλεγχο της “σάρωσης δεδοµένων”, ελέγχεται µία παρατήρηση κάθε φορά 
σε σχέση µε µία “συµβατική” εναλλακτική υπόθεση, όπου µόνο αυτή θεωρείται ότι είναι προ-
βληµατική. Για αυτή την παρατήρηση, έστω η   
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όπου το επίπεδο σηµαντικότητας 
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 παίρνει συνήθως τιµές από 0.001 (για συνήθεις εφαρµο-

γές), έως 0.01 (για εφαρµογές υψηλής ακριβείας).  

Αν θεωρήσουµε την αρχική ακρίβεια των παρατηρήσεων γνωστή, ο έλεγχος γίνεται σύµφωνα 
µε τη σχέση 
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 είναι η τυπική απόκλιση της εκτίµησης του σφάλµατος 
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" /2  το εκατοστιαίο σηµείο της τυπικής κανονικής κατανο-

µής. 

Οι τύποι (2) και (3) δίνουν τις δύο εναλλακτικές µορφές εφαρµογής της σάρωσης δεδοµένων 
για την περίπτωση της άγνωστης ακρίβειας των παρατηρήσεων εφαρµόζοντας την κατανοµή t 
του Student  (Heck, 1980) και την κατανοµή tau (Pope, 1976) αντίστοιχα, ενώ ο τύπος (4) περι-
γράφει τον έλεγχο κατά Baarda (1967, 1968) µε την κανονική κατανοµή. Για πλήρη θεωρητική 
τεκµηρίωση των στατιστικών ελέγχων που παρουσιάζονται εδώ παραπέµπουµε στο βιβλίο Συ-
νορθώσεις παρατηρήσεων και θεωρία εκτίµησης (Δερµάνης, 1987). 

Για την εφαρµογή της σάρωσης δεδοµένων στην περίπτωση των συσχετισµένων παρατηρήσε-
ων, υπολογίζονται τα τροποποιηµένα σφάλµατα  
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O έλεγχος των παρατηρήσεων της µιας οµάδας συνολικά, σε σχέση µε τις παρατηρήσεις της 
άλλης οµάδας, που στην ουσία αποτελεί τη γενίκευση της σάρωσης δεδοµένων για µια οµάδα 
παρατηρήσεων, βασίζεται στις σχέσεις  
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όπου ο δείκτης (2) αναφέρεται στους υποπίνακες που αντιστοιχούν στις 
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2.1  H εσωτερική αξιοπιστία του ελέγχου της σάρωσης δεδοµένων 

H εσωτερική αξιοπιστία, σύµφωνα µε τη γεωδαιτική ορολογία, εκφράζει την ικανότητα του 
µοντέλου να εντοπίζει χονδροειδή ή συστηµατικά σφάλµατα σε κάθε παρατήρηση. Mετριέται µε 
το οριακό µέγεθος του σφάλµατος 
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έλεγχο και µπορεί να υπολογιστεί ως συνάρτηση του επιπέδου σηµαντικότητας 
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αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως αριθµός πλεονασµού της µέτρησης   
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θος της συνεισφοράς µιας παρατήρησης στους βαθµούς ελευθερίας. Σύµφωνα µε τον τύπο (10), 
οι τιµές που µπορεί να πάρει κάθε αριθµός fi κυµαίνονται από 0 έως 1. Στην πραγµατικότητα, οι 
αριθµοί fi δίνουν µια εικόνα σχετικά µε το κατά πόσο µια παρατήρηση ελέγχεται από τις άλλες 
κατά τη διαδικασία της εκτίµησης. Για το λόγο αυτό, κάθε αριθµός fi ονοµάζεται και βαθµός 
ελέγχου της συγκεκριµένης παρατήρησης   
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Στην περίπτωση αυτή ως δείκτες αξιοπιστίας χρησιµοποιούνται οι ανηγµένοι αριθµοί πλεονα-



 

σµού που οδηγούν σε αντίστοιχο υπολογισµό του οριακού σφάλµατος 

(Chen and Wang, 1996): 
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αντιστοιχούν στην παρατήρηση. Και οι δύο τύποι στην περίπτωση των ασυσχέτιστων παρατη-
ρήσεων, όταν ο πίνακας βάρους P είναι διαγώνιος, οδηγούν στους αριθµούς πλεονασµού της 
σχέσης (10) ο δεύτερος όµως, ενώ οδηγεί σε ορθότερο υπολογισµό του οριακού σφάλµατος, 
παρουσιάζει και αυτός το µειονέκτηµα της µεγαλύτερης από τη µονάδα τιµής. 
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%o

+
f  F

1, f $1

2&o

f $1+ F
1, f $1

2&o

 (14) 

Γνωστή ακρίβεια:  
    

! 

ˆ v 

" ˆ v 

 ~ N (0,1)#  
    

! 

"
o

= z
#o /2 + z

$o = F
1,%
#o + F

1,%
2$o  (15) 

θεωρώντας την απόλυτη ακρίβεια των παρατηρήσεων άγνωστη ή γνωστή αντίστοιχα.  

Όταν ελέγχονται ταυτόχρονα k παρατηρήσεις, η παράµετρος εκκεντρότητας, το επίπεδο σηµα-
ντικότητας και η ισχύς του ελέγχου συνδέονται µε τη βοήθεια της σχέσης 

    

! 

"o =
f  Fk , f #k

$

f # k + k Fk , f #k
$

+
f  Fk , f #k

2%o

f # k + k Fk , f #k
2%o

   .  (16) 

 
 

2.2  H εξωτερική αξιοπιστία του ελέγχου της σάρωσης δεδοµένων 

Αυτό που µας ενδιαφέρει ιδιαίτερα σ’ ένα πρόβληµα εκτίµησης είναι κατ’ αρχή να ελαχιστο-
ποιηθεί το µέγεθος του σφάλµατος που µπορεί να "αφοµοιωθεί", κυρίως όµως  να ελαχιστοποι-
ηθεί η "µεταβολή" των αγνώστων παραµέτρων εξαιτίας ενός σφάλµατος που δεν εντοπίζεται. H 
επίδραση του οριακού σφάλµατος µιας παρατήρησης πάνω στις εκτιµήσεις   

! 

ˆ x , ονοµάζεται εξω-
τερική αξιοπιστία. Tο διάνυσµα 

    

! 

"
i
x των µεταβολών των παραµέτρων   

! 

x εξαιτίας του σφάλµατος 

  

! 

"
oi

, δίνεται από τη σχέση 

     

! 

"ix =#oiN
g
A

T
P $ i  (17) 

όπου εi είναι η i στήλη του µοναδιαίου πίνακα In. H ποσότητα 

 
      

! 

"i
2 =

1

#o
2
"ix

T Q ˆ x "ix = $o

1

˜ f i
%1

& 

' 
( 

) 

* 
+  (18) 

που χρησιµοποιείται ως δείκτης εξωτερικής αξιοπιστίας, ονοµάζεται ολικό οµαλοποιηµένο 
σφάλµα. Για ασυσχέτιστες παρατηρήσεις το ολικό οµαλοποιηµένο σφάλµα υπολογίζεται από 
τον παραπάνω απλοποιηµένο τύπο, όπου όµως   

! 

˜ f i = fi .  

 



 

3. Ο έλεγχος της γενικής υπόθεσης 
 
Σε κάθε περίπτωση υπάρχει η µηδενική υπόθεση που θέλουµε να ελέγξουµε η οποία γίνεται 
αποδεκτή ή απορρίπτεται σε σύγκριση µε µία εναλλακτική υπόθεση. Η µηδενική υπόθεση 

  

! 

H
o
: 

H x = z, ελέγχεται σε σχέση µε την εναλλακτική της 
  

! 

H
a
: H x ≠ z και γίνεται αποδεκτή για επί-

πεδο σηµαντικότητας α, αν ισχύει η σχέση (Δερµάνης, 1987, Lehmann, 1986) 

      

! 

F =
(H ˆ x " z)T (H Q ˆ x H

T )"1(H ˆ x " z)

k ˆ # 2
 =

ˆ e T S"1 ˆ e 

k ˆ # 2
$  Fk , f

%  (19) 

όπου 
  

! 

ˆ e = H ˆ x " z είναι τα σφάλµατα κλεισίµατος, 
    

! 

S = H Q ˆ x  H
T  ο πίνακας συµµεταβλητοτήτων 

τους, k είναι ο αριθµός των εξισώσεων της γενικής υπόθεσης και οι εκτιµήσεις   

! 

ˆ x  και   

! 

ˆ " 2 , κα-
θώς και ο γενικευµένος αντίστροφος   

! 

Q ˆ x , από τη λύση των εξισώσεων b = A x + v (χωρίς να 
λαµβάνονται υπόψη οι δεσµεύσεις H x = z). Eναλλακτικοί τύποι για τον υπολογισµό της 
ποσότητας F είναι  

  

! 

F =
f

k

" ˆ # 

ˆ # 
=

f

k

" ˆ # 

ˆ # H $" ˆ # 
 (20) 

όπου  

! 

f + k = fH , 
      

! 

" ˆ # = ˆ # 
H
$ ˆ # = ˆ e 

T
S
$1

 ˆ e  και 
    

! 

ˆ " 
H

= ˆ v 
H

T
 P ˆ v 

H  είναι το κριτήριο που ελαχιστοποι-
είται κατά την εκτίµηση λαµβάνοντας υπόψη τις δεσµεύσεις H x = z, και 

    

! 

ˆ " = ˆ v 
T

P ˆ v  είναι το 
κριτήριο που ελαχιστοποιείται χωρίς τις παραπάνω δεσµεύσεις, fH είναι οι βαθµοί ελευθερίας 
κατά την εκτίµηση µε τις δεσµεύσεις που ελέγχονται, και f είναι οι βαθµοί ελευθερίας χωρίς 
αυτές τις δεσµεύσεις.  

Σχετικά µε την αξιοπιστία του ελέγχου της γενικής υπόθεσης θα πρέπει να αναλυθούν τα πα-
ρακάτω ερωτήµατα: 
− Mήπως ο έλεγχος της γενικής υπόθεσης δεν περνά επειδή τα σφάλµατα κλεισίµατος των 
υποθέσεων που ελέγχονται δέχονται την επίδραση ενός χονδροειδούς σφάλµατος που αφο-
µοιώθηκε κατά τη διαδικασία της εκτίµησης; 

− Ποιό είναι το οριακό µέγεθος των σφαλµάτων κλεισίµατος που θεωρείται σηµαντικό στον 
αντίστοιχο στατιστικό έλεγχο; 

− Ποια είναι η επίδραση ενός τέτοιου οριακού σφάλµατος κλεισίµατος στα τελικά αποτελέ-
σµατα αν οι συνθήκες που ελέγχονται συµπεριληφθούν ως δεσµεύσεις στη διαδικασία της 
εκτίµησης; 

 
3.1 H επίδραση των οριακών χονδροειδών σφαλµάτων των παρατηρήσεων 

H µεταβολή δie των σφαλµάτων κλεισίµατος 
  

! 

ˆ e = H ˆ x " z της γενικής υπόθεσης, εξαιτίας του 
σφάλµατος 

  

! 

"
oi

 της   

! 

yi
b  παρατήρησης, δίνεται από τη σχέση 

    

! 

"
i
e =#

oi
 H Q ˆ x A

T P $
i
 (21) 

όπου εi είναι η i στήλη του µοναδιαίου πίνακα In.  

Aν ο έλεγχος της γενικής υπόθεσης απορριφθεί και τα σφάλµατα κλεισίµατος   

! 

ˆ e  είναι της τάξης 
των µεταβολών 

    

! 

"
i
e  (ή της µέγιστης επίδρασης 

  

! 

"
max

e), τότε η απόρριψη µπορεί να οφείλεται 
στην ύπαρξη χονδροειδών σφαλµάτων στις παρατηρήσεις που δεν εντοπίσθηκαν στη σάρωση 
δεδοµένων και όχι στη µη ισχύ της υπόθεσης που ελέγχεται. Mια τέτοιου είδους λανθασµένη 
απόφαση ονοµάζεται σφάλµα τύπου III. Οι µεταβολές αυτές, αν υποθέσουµε ότι η γενική υπό-
θεση 

  

! 

H x = z  ισχύει, έχει σαν αποτέλεσµα τη µετατόπιση της κατανοµής κατά 
  

! 

"
i

H , όπου 



 

      

! 

"
i

H =
1

#
o

2
$

i
e

T
S
%1$

i
e  (22) 

και 
    

! 

S = H Q ˆ x  H
T . Oι παράµετροι εκκεντρότητας 

  

! 

"
i

H  και 
  

! 

"
o
 συνδέονται µεταξύ τους µε τη βο-

ήθεια του τύπου 

  

! 

"i
H =

fi
H # fi

fi

"o = ki "o (23) 

όπου   

! 

fi  είναι ο βαθµός ελέγχου της   

! 

yi
b  παρατήρησης χωρίς τη συµµετοχή των δεσµεύσεων 

  

! 

H x = z , ενώ   

! 

fi
H  είναι ο βαθµός ελέγχου µε τις δεσµεύσεις. O έλεγχος της γενικής υπόθεσης 

είναι αξιόπιστος, όταν η τιµή 
  

! 

"
o

H  της παραµέτρου εκκεντρότητας του ελέγχου της γενικής υπό-
θεσης, είναι µεγαλύτερη απ’ όλες τις τιµές ki λο. 

Σχετικά µε το σφάλµα τύπου III, ο Förstner (1983, 1987) εισήγαγε την έννοια της συσχέτισης 
δύο εναλλακτικών υποθέσεων, βασισµένος στη θεωρία του Baarda. H ευαισθησία του ελέγχου 
της γενικής υπόθεσης ως προς το σφάλµα τύπου III σχετίζεται µε τη σωστή επιλογή των τριών 
στατιστικών παραµέτρων (επίπεδο σηµαντικότητας, ισχύς ελέγχου, παράµετρος εκκεντρότη-
τας). Επειδή η έννοια της αξιοπιστίας συνδέεται κυρίως µε την ύπαρξη χονδροειδών ή άλλων 
συστηµατικών σφαλµάτων στις παρατηρήσεις, θα πρέπει να αρχίζει κανείς από την επιλογή των 
παραµέτρων για τη σάρωση δεδοµένων. Mια ικανοποιητική επιλογή του επιπέδου σηµαντι-
κότητας 

  

! 

a
o
 της σάρωσης δεδοµένων είναι 

    

! 

ao = 0.01~ 0.001 (  

! 

0.01 για εργασίες υψηλής ακρί-
βειας). H επιλογή της ισχύος του ελέγχου 

    

! 

1" #
o
 δεν είναι τόσο σηµαντική. Mια "συµβατική 

τιµή" που χρησιµοποιείται είναι 
    

! 

"
o

= 0.20 . Για τον έλεγχο της γενικής υπόθεσης επιλέγονται οι 
τιµές 

    

! 

"
o

H = "
o

 (= 0.20)  και  

    

! 

"o
H

= "(#h ,$o ,1, f ) = "(#H ,$o ,k , f ) = "o  (24) 

οι ίδιες µε αυτές της σάρωσης δεδοµένων. H τιµή του επιπέδου σηµαντικότητας 
  

! 

"
H

 της γενι-
κής υπόθεσης υπολογίζεται ως συνάρτηση των 

  

! 

"
o
 και 

  

! 

"
o
, σύµφωνα µε την παρακάτω διαδικα-

σία: Aπό τη σχέση  

 
    

! 

"o = "(#H ,$o) = f (Fk , f ,$o
) du

0

F
k , f ,$o

1%"o

&  (25) 

όπου 
    

! 

f (Fk , f ,"o
)  είναι η συνάρτηση πυκνότητας της έκκεντρης κατανοµής Fischer µε k και f 

βαθµούς ελευθερίας και παράµετρο εκκεντρότητας 
  

! 

"
o
, υπολογίζεται το σηµείο 

    

! 

F
k , f ,"o

1#$o . Στη 

συνέχεια, θέτοντας 
    

! 

Fk , f
"H = F

k , f ,#o

1$%o  υπολογίζεται το επίπεδο σηµαντικότητας 
  

! 

"
H

 από τη σχέση 

 

    

! 

"H = f (Fk , f ) du

F
k , f
"

#

$  (26) 

όπου
    

! 

f (Fk , f )  είναι η συνάρτηση πυκνότητας της κατανοµής F µε k και f βαθµούς ελευθερίας. 

Tο επίπεδο σηµαντικότητας 
  

! 

"h
 για τον έλεγχο της µιας µόνο υπόθεσης 

    

! 

h j
T

x = z j , έτσι ώστε ο 
συνολικός έλεγχος µε τους επιµέρους να είναι ισοδύναµοι µεταξύ τους, υπολογίζονται µε τη 
βοήθεια των παραπάνω τύπων αν θέσουµε ως βαθµούς ελευθερίας 1 και f αντί για k και f. 
Σχετικές εργασίες µε την επιλογή των στατιστικών παραµέτρων ώστε οι έλεγχοι να είναι ισοδύ-
ναµοι δόθηκαν από τους Hahn et all. (1989, 1991), Rossikopoulos (1992).  
 
 



 

3.2 H εσωτερική αξιοπιστία του ελέγχου της γενικής υπόθεσης 

H αξιοπιστία του ελέγχου της γενικής υπόθεσης εκφράζεται από την "ελάχιστη σηµαντική 
τιµή" eoj κάθε σφάλµατος κλεισίµατος 

    

! 

e j = h j
T

x" z j . H τιµή αυτή υπολογίζεται από τον τύπο  

      

! 

1

"o
2

eoj
2

 # j
T

S
$1# j = %o

H  (27) 

όπου εj είναι η j στήλη του µοναδιαίου πίνακα Ik, και k o αριθµός των δεσµεύσεων, ή    

      

! 

eoj =" o
#o

H

$ j
T

S
%1$ j

     (28) 

ή, αν η συνθήκη 
    

! 

e j = h j
T

x" z j  είναι η µία και µοναδική που ελέγχεται,  

  

! 

eoj =" o q( ˆ e j ) #o
H      (29) 

Oι στατιστικοί έλεγχοι της γενικής υπόθεσης 
    

! 

H
o

: H x = z είναι αξιόπιστοι όταν οι τιµές 
  

! 

ˆ e j  
των σφαλµάτων κλεισίµατος 

  

! 

ˆ e = H ˆ x " z είναι µεγαλύτερες από τις οριακές τιµές 
  

! 

eoj .  

3.3  H εξωτερική αξιοπιστία του ελέγχου της γενικής υπόθεσης 

To διάνυσµα των µεταβολών 
    

! 

" jx των παραµέτρων x στην εκτίµηση µε τις ουσιαστικές δε-
σµεύσεις 

  

! 

H x = z , εξαιτίας του οριακού σφάλµατος κλεισίµατος 
  

! 

eoj , δίνεται από τον τύπο  

      

! 

" jx = #eoj Q ˆ x  H
T (H Q ˆ x  H

T )#1$ j  (30) 

Αποδεικνύεται ότι η ολική οµαλοποιηµένη επίδραση του οριακού σφάλµατος κλεισίµατος 
  

! 

eoj  

ισούται µε την παράµετρο εκκεντρότητας 
  

! 

"
o

H (=
  

! 

"
o
) 

 
      

! 

1

"o
2
# jx

T Q ˆ x # jx = $o (31) 

Γενικότερα, τα κριτήρια αξιοπιστίας κάθε στατιστικού ελέγχου πρέπει να αξιολογούνται όπως 
και στην περίπτωση της σάρωσης δεδοµένων. Η εσωτερική αξιοπιστία εκφράζεται από την ε-
λάχιστη σηµαντική τιµή του σφάλµατος κλεισίµατος µιας υπόθεσης. Η εξωτερική αξιοπιστία 
εκφράζεται από τις µεταβολές που προκαλούνται στις εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων 
αν η υπόθεση, µε σφάλµα κλεισίµατος µικρότερο ή ίσο µε την ελάχιστη σηµαντική τιµή, εισα-
χθεί ως δέσµευση στο πρόβληµα της εκτίµησης. 

 
4. Ο έλεγχος των συστηµατικών επιδράσεων 
Μία σηµαντική εφαρµογή του ελέγχου της γενικής υπόθεσης είναι ο έλεγχος των συστηµατι-
κών επιδράσεων από τον οποίον προκύπτει και η σάρωση δεδοµένων που παρουσιάσαµε στην 
παράγραφο 2. Ο ολικός έλεγχος των συστηµατικών επιδράσεων (

    

! 

Ho : y = 0,
    

! 

Ha : y " 0) προκύ-
πτει από τη σύγκριση της λύσης του απλού συστήµατος των εξισώσεων των παρατηρήσεων 
  

! 

b = A x + v  µε αυτήν του διευρυµένου   

! 

b = A x + F y + v , όπου ο όρος F y περιγράφει τις συ-
στηµατικές αυτές επιδράσεις. Ο έλεγχος µπορεί να γίνει µε βάση τα αποτελέσµατα του διευρυ-
µένου µοντέλου ή χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα της ανάλυσης των παρατηρήσεων µε το 
απλό µοντέλο και τον γνωστό πίνακα F, σύµφωνα µε τη σχέση 

 
    

! 

F =
f "m

m

# ˆ $ 

f  ˆ % 2 "# ˆ $ 
 &  Fm, f "m

'  (32) 



 

όπου

! 

ˆ " , f  είναι η τιµή του κριτηρίου των ελαχίστων τετραγώνων και οι βαθµοί ελευθερίας κα-
τά τη λύση του απλού µοντέλου, ενώ 

! 

" ˆ # = ˆ # $ ˆ # "  είναι η διαφορά ανάµεσα στην τιµές των δύο 
κριτηρίων. Αποδεικνύεται ότι η τιµή 

! 

" ˆ #  µπορεί να υπολογιστεί και απευθείας από τη λύση του 
συστήµατος των εξισώσεων παρατήρησης 

  

! 

b = A x + v , σύµφωνα µε τη σχέση 

 
      

! 

" ˆ # = ˆ v T P F FT P Q ˆ v P F[ ]
$1

FT P ˆ v  (33) 

H "ελάχιστη σηµαντική τιµή" 
    

! 

yoj  κάθε πρόσθετης παραµέτρου 
    

! 

y j υπολογίζεται από τον τύπο 
(βλ. Ρωσσικόπουλος, 1992)  

    

! 

yoj =" o 
#o

f j
T P Q ˆ v P f j

 (34) 

όπου 
    

! 

f j  είναι η j στήλη του πίνακα F, που αντιστοιχεί στην παράµετρο 
  

! 

y j , ή για ασυσχέτιστες 
παρατηρήσεις 

    

! 

yoj =" o q( ˆ y j ) #o     . (35) 

Eποµένως, οι ελάχιστες σηµαντικές τιµές των πρόσθετων παραµέτρων προκύπτουν αν πολλα-
πλασιασθούν οι συντελεστές των τυπικών αποκλίσεων των παραµέτρων µε την οριακή τιµή 

  

! 

"
o
της παραµέτρου εκκεντρότητας. Oι έλεγχοι σηµαντικότητας των πρόσθετων παραµέτρων 

είναι αξιόπιστοι όταν οι εκτιµήσεις 
    

! 

ˆ y j  είναι µεγαλύτερες από τις ελάχιστες αυτές τιµές 
    

! 

yoj .  

To διάνυσµα των µεταβολών 
    

! 

" jx των εκτιµήσεων των αγνώστων παραµέτρων, αν δεν συµπε-
ριληφθεί στο µοντέλο παράµετρος ίση µε 

    

! 

yoj , δίνεται από τη σχέση 

      

! 

" jx = #yoj Q ˆ x  A
T P F $ j = #yoj Q ˆ x  A

T P f j  (36) 

όπου 
  

! 

" j είναι η j στήλη του µοναδιαίου πίνακα Ir και r ο αριθµός των πρόσθετων παραµέτρων. 

Μια ειδική περίπτωση του διευρυµένου µοντέλου είναι η περίπτωση 
    

! 

F = " i και   

! 

y =" . Ο έλεγ-
χος της υπόθεσης 

  

! 

" = 0  αποτελεί τη διαδικασία που ονοµάσαµε σάρωση δεδοµένων και από 
τους παραπάνω τύπους, αν πάρουµε υπόψη µας ότι  

      

! 

q2( ˆ " ) =
1

P Q ˆ v P[ ]
ii

 (37) 

προκύπτουν οι σχέσεις της παραγράφου 2.  

Στον ταυτόχρονο έλεγχο των k πρόσθετων παραµέτρων, το “ολικό οριακό σφάλµα” περιγράφε-
ται από ένα υπερελλειψοειδές k διαστάσεων που οι ηµιάξονες του δίνονται από τη σχέση  

 
    

! 

˜ y oj ="o 
#o

# j

   , 
    

! 

j = 1, 2, ...,k  (38) 

όπου 
  

! 

" j οι ιδιοτιµές του πίνακα 
      

! 

R = F
T

P (P
"1 "AN

g
A

T )P F , και ο προσανατολισµός τους 
από τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα 

    

! 

u j  του παραπάνω πίνακα.   

Το διάνυσµα των µεταβολών 
    

! 

" jx εξαιτίας της κάθε τιµής 
    

! 

yoj  που δίνεται στη σχέση (38), αν 
δεν συµπεριληφθεί η πρόσθετη αυτή παράµετρος στο µαθηµατικό µοντέλο, είναι 

 
      

! 

" jx = #yoj Q ˆ x A
T P F u j   (39) 

Η ολική οµαλοποιηµένη επίδραση της τιµής αυτής δίνεται από τη σχέση 



 

 
      

! 

" j
2 =

1

#o
2
" jx

T Q ˆ x " jx =
$o

$ j

  .  (40) 

Στον ταυτόχρονο έλεγχο των 
    

! 

n
2
 παρατηρήσεων, το διάνυσµα   

! 

y  περιέχει τα 
    

! 

n
2
 χονδροειδή 

σφάλµατα 
    

! 

" i  (i = 1,2,...,n2) και ο 
    

! 

n2 " n2  πίνακας F έχει όλα του τα στοιχεία µηδέν, εκτός από 
τα διαγώνια 

    

! 

n2  στοιχεία που είναι 1 και αντιστοιχούν στις παρατηρήσεις που ελέγχονται. Στην 
περίπτωση αυτή είναι 

    

! 

R = P2 Q2 P2 , όπου
    

! 

P
2
 είναι ο πίνακας βάρους των 

    

! 

n
2
 παρατηρήσεων και 

    

! 

Q
2
 ο πίνακας των συντελεστών των συµµεταβλητοτήτων των εκτιµήσεων των σφαλµάτων των 

παρατηρήσεων αυτών. 
 
5. Επίλογος 
Διαχωρίζουµε δύο συνιστώσες για την αξιολόγηση της αξιοπιστίας των αποτελεσµάτων της 
εκτίµησης µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων: α) την εσωτερική αξιοπιστία, που εκφρά-
ζεται από αυτό που ονοµάζουµε οριακό σφάλµα, δηλαδή το µικρότερο χονδροειδές ή συστηµα-
τικό σφάλµα που µπορεί να εντοπιστεί για κάθε παρατήρηση µε µια δεδοµένη πιθανότητα, αν 
εφαρµοστεί η σάρωση δεδοµένων, και  β) την εξωτερική αξιοπιστία, που δείχνει την επίδραση 
ενός σφάλµατος µεγέθους ίσου µε το οριακό σφάλµα, αν δεν εντοπισθεί, στα τελικά αποτελέ-
σµατα.  

Bέλτιστος σχεδιασµός ως προς την αξιοπιστία σηµαίνει ελάχιστα οριακά σφάλµατα καθώς και 
ελάχιστες επιδράσεις στις άγνωστες παραµέτρους. Στην εργασία αυτή, η έννοια της αξιοπιστίας 
του Baarda επεκτείνεται στον ταυτόχρονα έλεγχο πολλών παρατηρήσεων καθώς και στον έλεγ-
χο της γενικής υπόθεσης. Αρχικά συνδέεται η εξωτερική αξιοπιστία µε τον έλεγχο της γενικής 
υπόθεσης, καθώς ένα µη ανιχνεύσιµο οριακό σφάλµα µπορεί να προκαλέσει την απόρριψη µιας 
υπόθεσης ενώ αυτή είναι σωστή.  

Στη συνέχεια επεκτείνονται οι έννοιες της εσωτερικής και εξωτερικές αξιοπιστίας και στην πε-
ρίπτωση του ελέγχου της γενικής υπόθεσης. Η εσωτερική αξιοπιστία εκφράζεται από την ελά-
χιστη σηµαντική τιµή του σφάλµατος κλεισίµατος µιας υπόθεσης. Ο έλεγχος της γενικής υπό-
θεσης είναι αξιόπιστος όταν οι εκτιµήσεις των σφαλµάτων κλεισίµατος είναι µεγαλύτερες από 
τις αντίστοιχες ελάχιστες σηµαντικές τιµές. Η εξωτερική αξιοπιστία εκφράζεται από τις µετα-
βολές που προκαλούνται στις εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων αν η υπόθεση, µε σφάλµα 
κλεισίµατος µικρότερο ή ίσο µε την ελάχιστη σηµαντική τιµή, εισαχθεί ως δέσµευση στο πρό-
βληµα της εκτίµησης. 

Eπίσης, γίνεται η σύνδεση των στατιστικών ελέγχων, µέσα από την ορθή επιλογή των στατιστι-
κών παραµέτρων, έτσι ώστε οι έλεγχοι να είναι ισοδύναµοι και να ελαχιστοποιηθεί έτσι η πιθα-
νότητα απόρριψης µιας υπόθεσης, ενώ είναι σωστή, εξαιτίας κάποιας άλλης εσφαλµένης στατι-
στικής απόφασης, π.χ. εξαιτίας κάποιου χονδροειδούς σφάλµατος µιας παρατήρησης που δεν 
εντοπίζεται, ή εξαιτίας της ελάχιστης σηµαντικής τιµής του σφάλµατος κλεισίµατος µιας υπό-
θεσης που προέκυψε λαθεµένα ότι είναι ορθή. 
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