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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Στην εργασία αυτή παρουσιάζεται µια γενική µεθοδολογική προσέγγιση για την 
αντιµετώπιση του γενικού προβλήµατος της γραµµικής συσχέτισης δεδοµένων µεταξύ 
δύο ή και περισσοτέρων µεταβλητών, όταν είναι διαθέσιµες παρατηρήσεις των 
µεταβλητών αυτών σε συνθήκες αβεβαιότητας. Το ζητούµενο είναι ο ποσοτικός και 
ποιοτικός προσδιορισµός των συντελεστών ενός προεπιλεγµένου µοντέλου, στη βάση όχι 
µόνο των διαθέσιµων τιµών των ανεξάρτητων µεταβλητών αλλά και των αβεβαιοτήτων 
που χαρακτηρίζουν τις τιµές αυτές. Η προτεινόµενη προσέγγιση, βασισµένη στη χρήση 
των σταθµισµένων ελαχίστων τετραγώνων, εκτός από µια πιο ρεαλιστική αποτίµηση των 
συντελεστών του µοντέλου, οδηγεί στην εκτίµηση των αβεβαιοτήτων στους συντελεστές 
αυτούς και, κατά συνέπεια, στην εκτίµηση των αβεβαιοτήτων στην εξαρτηµένη 
µεταβλητή. Επιπλέον, δίνει τη δυνατότητα να ελεγχθεί η καταλληλότητα του ίδιου του 
µοντέλου, συγκρίνοντας τις αποκλίσεις του από τις εµπειρικές παρατηρήσεις µε τις 
πειραµατικές αβεβαιότητες. 
 
1. Εισαγωγή  
 
Το πρόβληµα που εξετάζεται στην εργασία αυτή αφορά τη συσχέτιση µεταξύ δύο 
µεταβλητών ή δύο οµάδων µεταβλητών, στην προοπτική της επιβεβαίωσης ενός µοντέλου 
συσχέτισης το οποίο θα µπορεί να χρησιµοποιηθεί στη συνέχεια για να προβλεφθούν οι 
τιµές της µιας οµάδας όταν είναι γνωστές οι τιµές της άλλης. Οι τιµές των µεταβλητών 
είναι είτε αποτελέσµατα µετρήσεων, είτε µετασχηµατισµοί δεδοµένων µετρήσεων. 
Η συσχέτιση δεδοµένων συνιστά ένα από τα σηµαντικότερα προβλήµατα κατά την 
επεξεργασία των εµπειρικών παρατηρήσεων και, ειδικότερα, στη µετρολογία [1]. Ως 
χαρακτηριστικό παράδειγµα αναφέρεται η διακρίβωση, όπου το ζητούµενο είναι η 
συσχέτιση των υψηλότερης µετρολογικής ποιότητας τιµών αναφοράς µε τις αντίστοιχες 
ενδείξεις του υπό διακρίβωση οργάνου. Γενικεύοντας εξάλλου την έννοια της 
διακρίβωσης στη εύρεση της αλληλεξάρτησης µεταξύ µεταβλητών οι οποίες συνδέονται - 
ή υποθέτουµε ότι µπορεί να συνδέονται - µέσω µιας σχέσης αιτιότητας, η συσχέτιση 
δεδοµένων αποτελεί µια ευρέως διαδεδοµένη δραστηριότητα τόσο στις φυσικές όσο και 
στις κοινωνικές ή οικονοµικές επιστήµες [2]. Παραµένοντας στον τοµέα της µετρολογίας, 
µια άλλη δραστηριότητα που εµπλέκει συσχέτιση εµπειρικών δεδοµένων συναντάται στις 
δοκιµές χαρακτηρισµού προϊόντων, όπου συνήθως είναι διαθέσιµο ένα γενικό µοντέλο 
συµπεριφοράς και αναζητούνται οι συντελεστές του µοντέλου που αρµόζουν στο κάθε 
ειδικό προϊόν.  
Η συνήθης προσέγγιση είναι η γνωστή σε όλους µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων η 
οποία µπορεί, υπό ορισµένες προϋποθέσεις, να είναι αποτελεσµατική για το σκοπό που 
εφαρµόζεται. Αυτό που ενδιαφέρει εδώ είναι η αποτελεσµατικότητα της συσχέτισης, τόσο 
όσον αφορά τη δυνατότητά της να επεξηγήσει ή να επιβεβαιώσει τη σχέση αιτιότητας που 
αναµένεται ή εικάζεται ότι συνδέει τα δεδοµένα, όσο και τη δυνατότητα χρησιµοποίησης 
της - επιβεβαιωµένης πια - συσχέτισης για την πρόβλεψη της µελλοντικής συµπεριφοράς 
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της µιας οµάδας µεταβλητών στη βάση της συµπεριφοράς της άλλης οµάδας. Η ποιότητα 
αυτή εξαρτάται προφανώς από την ποιότητα του µοντέλου συσχέτισης που υιοθετείται, 
συµπεριλαµβανοµένης της κατεύθυνσης της αιτιότητας που συνδέει της µεταβλητές 
µεταξύ τους. Εξαρτάται όµως και από το πόσο σίγουροι είµαστε για τα δεδοµένα που 
χρησιµοποιούνται για την εύρεση της συσχέτισης, δηλαδή από την αβεβαιότητα που τα 
χαρακτηρίζει (σχήµα 1), γεγονός που συχνά αγνοείται στην πράξη, ειδικότερα όταν οι 
αβεβαιότητες αυτές αφορούν τόσο τις εξαρτηµένες όσο και τις ανεξάρτητες µεταβλητές. 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

Σχήµα 1: Συσχέτιση δεδοµένων σε συνθήκες αβεβαιότητας 
 
Στην παρούσα εργασία εξετάζεται κυρίως αυτή η παράµετρος - δηλαδή η συσχέτιση 
δεδοµένων σε συνθήκες αβεβαιότητας - και προτείνονται τεχνικές για την βέλτιστη και 
ρεαλιστική υλοποίησή της. Η σηµασία του προβλήµατος αυτού γίνεται εµφανής εάν 
αναλογιστούµε ότι, σύµφωνα µε τις τρέχουσες αντιλήψεις περί ποιότητας της µέτρησης, η 
αβεβαιότητα συνιστά καθολικό χαρακτηριστικό των πειραµατικών αποτελεσµάτων. Θα 
ήταν προφανώς ανακόλουθο να αγνοηθεί η ύπαρξη αβεβαιότητας στα συσχετιζόµενα 
δεδοµένα, όταν το ζητούµενο δεν είναι µόνο η εύρεση της σχέσης που τα συνδέει, αλλά 
και να υπάρχει µια εκτίµηση για την ποιότητα της σχέσης αυτής και την ποιότητα των 
αποτελεσµάτων που θα παράγονται από τη µελλοντική της χρήση. 
Η συνήθης δραστηριότητα κατά την επεξεργασία δεδοµένων που προέρχονται από 
παρατηρήσεις, αφορά την εύρεση µιας σχέσης υπό µορφή συνάρτησης y=f(x1, x2,…xK) 
µεταξύ µιας εξαρτηµένης µεταβλητής y και µιας ή περισσοτέρων ανεξάρτητων 
µεταβλητών x1, x2,…xK. Τα δεδοµένα της κάθε παρατήρησης συνίστανται εν γένει σε τιµές 
τόσο της εξαρτηµένης, όσο και των ανεξάρτητων µεταβλητών. Το σύνολο των Ν 
παρατηρήσεων οδηγεί εποµένως σε ένα σύνολο τιµών yi, x1i, x2i,…xKi, για i=1,…N  
Ανάλογα µε το βαθµό γνώσης του µοντέλου συσχέτισης διακρίνονται οι ακόλουθες 
περιπτώσεις: 
− Όταν δεν υπάρχει γνωστό a priori µοντέλο και γίνεται προσπάθεια να «εκµαιευτεί» 

από τα ίδια τα δεδοµένα µια σχέση (“let the data to speak for themselves”). Στην 
περίπτωση αυτή, η συζήτηση της οποίας ξεφεύγει από το πλαίσιο της παρούσας 
εργασίας, η διαδικασία συσχέτισης θέτει πολλά ερωτήµατα τα οποία δεν είναι πάντα 
εύκολο να απαντηθούν. 

− Συχνά, και οπωσδήποτε πιο συχνά στη µετρολογία, η µορφή της συνάρτησης y=f(x1, 
x2,…xK) θεωρείται εκ των προτέρων γνωστή και επιλέγεται ως το κατάλληλο 
θεωρητικό µοντέλο που αντιστοιχεί στη αντίστοιχη φυσική διεργασία, για παράδειγµα 
ο νόµος του Ohm όταν συσχετίζονται τάση στα άκρα µιας αντίστασης και ένταση 
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ρεύµατος που τη διαπερνά ή ακόµα η πυκνότητα ως συνάρτηση του όγκου και της 
µάζας ενός υλικού. Στην περίπτωση αυτή το ζητούµενο είναι ο προσδιορισµός των 
συντελεστών της εξίσωσης, οι οποίοι συντελεστές χαρακτηρίζουν το κάθε 
συγκεκριµένο προϊόν ή διεργασία.  

− Σε µερικές περιπτώσεις η εξίσωση συσχέτισης µπορεί να επιλεγεί ανάµεσα σε ένα 
περιορισµένο αριθµό υποψήφιων συναρτήσεων οι οποίες µπορούν όλες να θεωρηθούν 
κατάλληλες, η κάθε µια µε διαφορετικό βαθµό αξιοπιστίας ή πολυπλοκότητας. Το 
ζητούµενο εδώ είναι, πέρα από τον προσδιορισµό των συντελεστών της κάθε µιας από 
αυτές, η αξιολόγηση των επιδόσεων τους, καθώς και της καταλληλότητάς τους για το 
συγκεκριµένο φαινόµενο (goodness of fit). Και στην περίπτωση αυτή, όπως και στην 
προηγούµενη (γνωστό ή γνωστά µοντέλα), οι αποκλίσεις των δεδοµένων από το 
µοντέλο µπορούν να αποδοθούν σε σφάλµατα των µετρήσεων και σε ατέλειες του 
ίδιου του µοντέλου. 

Στη συνέχεια εξετάζονται µοντέλα συσχέτισης τα οποία µπορούν να διατυπωθούν ως 
γραµµική συνάρτηση Μ άγνωστων συντελεστών, της µορφής: 
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όπου όµως οι επιµέρους συναρτήσεις ( )Kjj xxxff ,...,, 21=  µπορούν να είναι µη 
γραµµικές ως προς µία ή περισσότερες από τις µεταβλητές Kxxx ,...,, 21 . Να σηµειωθεί ότι 
ο αριθµός Κ των µεταβλητών δεν είναι αναγκαστικά ίσος µε τον αριθµός Μ των 
συντελεστών. 
Το τελικό ζητούµενο είναι: 

− Ο προσδιορισµός των Μ άγνωστων συντελεστών aj, όταν ο αριθµός Ν των 
παρατηρήσεων είναι µεγαλύτερος από τον αριθµό Μ των αγνώστων συντελεστών 
(η περίπτωση Ν=Μ αφορά επίλυση ενός συστήµατος Ν εξισώσεων και Ν 
αγνώστους το οποίο επιλύεται κατά τα γνωστά, ενώ αυτή που Ν<Μ είναι 
διαφορετική και θέτει άλλου είδους προβλήµατα τα οποία ξεφεύγουν από τα 
πλαίσια της παρούσας εργασίας). 

− Η εκτίµηση της αβεβαιότητας που χαρακτηρίζει τους συντελεστές αυτούς αλλά 
και τα αποτελέσµατα στα οποία θα οδηγήσει η µελλοντική χρήση της συνάρτησης 

),...,,( 21 Kxxxfy = .  
− Η καταλληλότητα του µοντέλου για να εξηγήσει τα δεδοµένα των εµπειρικών 

παρατηρήσεων. 
 
 
2. Η κλασική µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων   
 
Η κλασική µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων (least square LS), όπως διατυπώθηκε 
αρχικά από τον Gauss, βασίζεται στην εύρεση ενός σετ συντελεστών a1, a2,…aΜ το οποίο 
ελαχιστοποιεί το άθροισµα των τετραγώνων των διαφορών ei= yi- ),...,,( 21 Kiii xxxf  
ανάµεσα στην τιµή yi που προέκυψε κατά την παρατήρηση και αυτή που υπολογίζεται 
από το µοντέλο συσχέτισης: 
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Να σηµειωθεί ότι η επιλογή του κριτηρίου αυτού είναι αυθαίρετη, δεδοµένου ότι θα 
µπορούσε να έχει επιλεγεί ένα άλλο κριτήριο, για παράδειγµα η ελαχιστοποίηση του 
αθροίσµατος των απολύτων τιµών των αποκλίσεων ),...,,( 21 Kiiiii xxxfye −= . 
Πρέπει να τονιστεί ότι η προσέγγιση αυτή βασίζεται στην υπόθεση ότι οι αποκλίσεις του 
µοντέλου από τις παρατηρήσεις δεν οφείλονται σε ενδεχόµενα πειραµατικά σφάλµατα 
στις τιµές των xki και yi, αλλά µόνο στην αδυναµία του µοντέλου να εκφράσει µε ακρίβεια 
τις πειραµατικές τιµές. Η µέθοδος είναι εποµένως καταρχήν ακατάλληλη για τις συνήθεις 
µετρολογικές εφαρµογές, όπου τα δεδοµένα χαρακτηρίζονται από λιγότερο ή περισσότερο 
σηµαντικές αβεβαιότητες, εκτός και αν υπάρχουν βάσιµοι λόγοι να θεωρηθούν οι 
αβεβαιότητες αυτές αµελητέες.  
Συχνά επιλέγονται ως δείκτες αποτελεσµατικότητας του µοντέλου συσχέτισης το 
αποκαλούµενο τυπικό σφάλµα sy (τετραγωνική ρίζα του πηλίκου του αθροίσµατος των 
τετραγώνων των αποκλίσεων ei προς τους βαθµούς ελευθερίας Ν-Μ) και ο γνωστός σε 
όλους συντελεστής συσχέτισης r: 
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Από την παραπάνω σχέση φαίνεται ότι εάν το r2 είναι µεγάλο (κοντά στην µονάδα), τότε 
το sy είναι µικρό, δηλαδή το µοντέλο συµπεριφέρεται ικανοποιητικά. Αυτό βέβαια ισχύει 
όταν δεν υπάρχουν σφάλµατα στις πρωτογενείς µετρήσεις, σφάλµατα τα οποία θα 
µπορούσαν να ''αλλοιώσουν'' την επεξηγηµατική ικανότητα του µοντέλου. Πολύ συχνά 
χρησιµοποιείται εξάλλου ως αβεβαιότητα στις προβλέψεις του µοντέλου, όταν αυτό 
χρησιµοποιείται µετά την εύρεση των χαρακτηριστικών του συντελεστών, το τυπικό 
σφάλµα sy, κυρίως γιατί υπολογίζεται αυτόµατα από τα συνήθως χρησιµοποιούµενα 
λογισµικά στατιστικής ανάλυσης. Πρέπει να τονιστεί ότι η επιλογή αυτή είναι 
προβληµατική και ασύµβατη µε τις τρέχουσες αντιλήψεις για την αβεβαιότητα. Το τυπικό 
σφάλµα sy, όπως και το τυπικό σφάλµα στις τιµές των παραµέτρων, δίνει µια µέση εικόνα 
για τις αποκλίσεις του µοντέλου από τις πειραµατικά διαπιστωµένες τιµές του y, και όχι 
από τις ορθές τιµές του y, δεδοµένου ότι για τον υπολογισµό του δεν πάρθηκαν υπόψη τα 
σφάλµατα των πειραµατικών παρατηρήσεων. ∆εν επιτρέπει, κατά συνέπεια, να 
εκτιµηθούν τα όρια του εισαγόµενου σφάλµατος από τη µελλοντική χρήση του µοντέλου 
συσχέτισης.    
Τα µειονεκτήµατα της κλασικής προσέγγισης των ελαχίστων τετραγώνων εστιάζονται 
κυρίως στο ότι κατά την αναζήτηση των συντελεστών του µοντέλου δεν 
συνυπολογίζονται οι αβεβαιότητες που χαρακτηρίζουν τις πειραµατικές παρατηρήσεις και 
στο ότι δεν είναι δυνατή η αξιολόγηση της καταλληλότητας του µοντέλου στο να 
εξηγήσει τα πειραµατικά δεδοµένα. 
Μια παραπλήσια προσέγγιση είναι αυτή των Εκτιµητών Μεγίστης Πιθανόφάνειας 
(Maximum Likelihood Estimators) η οποία, παρά το ότι κατά καιρούς έχει παρουσιαστεί 
ως διαφορετική, ανάγεται τελικά σε αυτή των ελαχίστων τετραγώνων [3, 4]. 
Η αρχή των Εκτιµητών Μεγίστης Πιθανότητας στηρίζεται στο ότι ορισµένα σετ τιµών 
των συντελεστών aj οδηγούν σε σηµαντικές αποκλίσεις του µοντέλου από τα δεδοµένα, 
ενώ άλλα σε µικρότερες. Από τη στιγµή που το «ορθό» µοντέλο είναι µόνο ένα, η 
ερώτηση ''µε δεδοµένες τις παρατηρήσεις (xki, yi), ποια είναι η πιθανότητα να είναι σωστό 
ένα συγκεκριµένο σετ παραµέτρων aj'' δεν είναι η πλέον κατάλληλη. Η ερώτηση αυτή 
µπορεί να αντιστραφεί και να τεθεί ως ακολούθως: ''µε δεδοµένο ένα συγκεκριµένο σετ 
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παραµέτρων aj, ποια είναι η πιθανότητα εµφάνισης των παρατηρήσεων (xki, yi), θεωρώντας 
ένα ορισµένο διάστηµα εµπιστοσύνης ∆y για κάθε σηµείο παρατήρησης;'' Με άλλα λόγια 
αναζητείται η πιθανότητα, ή καλύτερα η πιθανοφάνεια (likelihood) να εµφανιστούν οι 
παρατηρήσεις (xki, yi) για συγκεκριµένες τιµές των συντελεστών µε τελικό στόχο να 
προσδιοριστεί το σετ εκείνο των συντελεστών aj για το οποίο µεγιστοποιείται η 
πιθανότητα αυτή. 
Υποθέτουµε ότι για κάθε σηµείο δεδοµένων η πειραµατική τιµή yi χαρακτηρίζεται από 
ένα σφάλµα το οποίο είναι ανεξάρτητο και ακολουθεί µια κανονική κατανοµή γύρω από 
την θεωρούµενη ως αληθή τιµή ),...,,( 21 Kiii xxxf µε τυπική απόκλιση σi. Η πιθανότητα 
εµφάνισης της τιµής yi µέσα στο διάστηµα ∆y είναι εποµένως: 
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ενώ η πιθανότητα να συµβεί αυτό για όλα τα σηµεία παρατήρησης ταυτόχρονα είναι το 
γινόµενο των επιµέρους πιθανοτήτων. Η µεγιστοποίηση εποµένως της πιθανότητας αυτής 
περνάει από την ελαχιστοποίηση της ποσότητας: 
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∆εδοµένου ότι οι ποσότητες Ν και ∆y είναι σταθερές και υποθέτοντας την ίδια τυπική 
απόκλιση σ=σi για όλα τα σηµεία, η σχέση (5) ανάγεται στη γνωστή σχέση των ελαχίστων 
τετραγώνων. Κατά συνέπεια, υποθέτοντας κανονική κατανοµή (υπόθεση η οποία δεν είναι 
απαραίτητη για την κλασική µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων), οι εκτιµητές ελαχίστων 
τετραγώνων και µεγίστης πιθανότητας ταυτίζονται στην πράξη, µε τους δεύτερους όµως 
να επιτρέπουν την εκτίµηση των αβεβαιοτήτων στους συντελεστές, υποθέτοντας όπως 
προαναφέρθηκε την ίδια τυπική απόκλιση για όλα τα y [5].  
 
 
3. Συσχέτιση δεδοµένων σε συνθήκες αβεβαιότητας 
 
Μια άλλη πολύ πιο ενδιαφέρουσα εναλλακτική δυνατότητα συνίσταται στην 
χρησιµοποίηση της µεθόδου των weighted least squares (WLS) η οποία, στη βάση των 
µετρούµενων τιµών αλλά και της αβεβαιότητας τους, υπολογίζει όχι µόνο τους 
συντελεστές του µοντέλου αλλά και την αβεβαιότητα τους. 
Στην πραγµατική ζωή όλες οι παρατηρήσεις χαρακτηρίζονται από αβεβαιότητες οι οποίες 
διαφέρουν κατά κανόνα από το ένα σηµείο παρατήρησης στο άλλο. Η συσχέτιση των 
πρωτογενών δεδοµένων για τον προσδιορισµό των συντελεστών του µοντέλου οφείλει να 
λάβει υπόψη της τις αβεβαιότητες αυτές, όχι µόνο για να είναι αντικειµενική η εκτίµηση 
των ίδιων των συντελεστών, αλλά και για να είναι ρεαλιστική η αποτίµηση των 
αβεβαιοτήτων που θα χαρακτηρίζουν τη µελλοντική χρήση του µοντέλου. Για 
παράδειγµα, ένα σηµείο παρατήρησης κακής µετρολογικής ποιότητας (χαρακτηριζόµενο 
από µεγάλες αβεβαιότητες), είναι λογικό να συµβάλει λιγότερο στη διαµόρφωση των 
συντελεστών του µοντέλου συσχέτισης, συγκριτικά µε ένα άλλο σηµείο υψηλότερης 
µετρολογικής ποιότητας. 
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Μια φυσική προσέγγιση για την αντιµετώπιση του προβλήµατος της συσχέτισης σε 
συνθήκες αβεβαιότητας συνίσταται στην θεώρηση της κάθε παρατήρησης ως πηγή νέας 
γνώσης για τη συµπεριφορά των µεταβλητών και του ίδιου του µοντέλου που τις συνδέει. 
Τοποθετηµένου λοιπόν του προβλήµατος, στα πλαίσια µιας Bayesian συλλογιστικής, η 
συνάρτηση βελτιστοποίησης µπορεί να οριστεί ως ακολούθως [4, 6]: 
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H ποσότητα σ i

2  αντιπροσωπεύει τη µεταβλητότητα για κάθε σηµείο παρατήρησης και 
εξαρτάται από τις πειραµατικές αβεβαιότητες που χαρακτηρίζουν την κάθε παρατήρηση, 
τόσο στις τιµές της εξαρτηµένης όσο και σε αυτές των ανεξάρτητων µεταβλητών. Με 
βάση την εξίσωση (6), η ποσότητα χ2 δίνει ουσιαστικά µια ιδέα για την σχέση ανάµεσα 
στην απόκλιση µεταξύ µοντέλου και πειραµατικών δεδοµένων από τη µια, και 
αβεβαιότητας των µετρήσεων από την άλλη. Αποτελεί µε άλλα λόγια ένα δείκτη του κατά 
πόσο οι παρατηρούµενες αποκλίσεις µπορούν να εξηγηθούν από τα σφάλµατα των 
µετρήσεων. Επιπλέον, η προσέγγιση αυτή οδηγεί στην εύρεση εκείνου του σετ 
συντελεστών a1, a2,…aΜ του µοντέλου συσχέτισης που ελαχιστοποιούν τις αποκλίσεις όχι 
ως απόλυτες τιµές, αλλά σε σχέση µε την αβεβαιότητά τους. 
H µεταβλητότητα σ i

2  της κάθε απόκλισης υπολογίζεται από τη σχέση:  
 

( )),...,,( 21
2

Kiiiii xxxfyVar −=σ        (7) 
 
Να σηµειωθεί ότι, παρά τη φαινοµενική τους οµοιότητα, οι σχέσεις (5) και (6) διαφέρουν 
κατά το ότι στην πρώτη θεωρείται ότι τα πειραµατικά σφάλµατα αφορούν µόνο την 
εξαρτηµένη µεταβλητή, ενώ στη δεύτερη λαµβάνονται υπόψη και τα σφάλµατα στις 
ανεξάρτητες µεταβλητές. 
Από τις σχέσεις (1) και (7) και θεωρώντας ανεξάρτητες µεταξύ τους τις µεταβλητές x1, 
x2,…xΚ, προκύπτει: 
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όπου yiu  και Xkiu  είναι οι τυπικές αβεβαιότητες των yi και xki αντίστοιχα.  
Από τις σχέσεις (6) έως (8) γίνεται φανερό ότι ο υπολογισµός των συντελεστών a1, 
a2,…aΜ  µέσω της ελαχιστοποίησης της σχέσης (6) προϋποθέτει τη γνώση της 
µεταβλητότητας 2

iσ  και άρα των ίδιων των συντελεστών, πράγµα που δυσκολεύει την 
διαδικασία επίλυσης. Μία πρακτική λύση συνίσταται στην επίλυση του κλασικού 
προβλήµατος ελαχίστων τετραγώνων, δηλαδή χωρίς να ληφθούν υπόψη οι αβεβαιότητες, 
και ο υπολογισµός κάποιων αρχικών τιµών των συντελεστών aj. Οι αρχικές αυτές τιµές 
χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό των σi µε τη βοήθεια της σχέσης (8). Στη συνέχεια 
ελαχιστοποιείται η ποσότητα χ2 της εξίσωσης (6) και προσδιορίζονται νέες τιµές των aj. 
Οι νέες αυτές τιµές χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό των σi και την εκ νέου επίλυση 
της εξίσωσης και η διαδικασία συνεχίζεται επαναληπτικά µέχρι την οριστική σύγκλιση.  
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Η ελαχιστοποίηση είναι δυνατή χρησιµοποιώντας τις συνήθεις µεθόδους µη γραµµικής 
ελαχιστοποίησης. Σε µορφή διανυσµάτων και πινάκων, εάν Α είναι ένας πίνακας του 
οποίου τα ΝxΜ στοιχεία ορίζονται από τις στοιχειώδεις συναρτήσεις στα σηµεία (yi; x1i, 
x2i,…xΚi) και από την αντίστοιχη τυπική απόκλιση σi [4,8]: 
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Έστω επίσης το άνυσµα B µήκους Ν: 
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H εξίσωση του γενικού προβλήµατος των ελαχίστων τετραγώνων (normal equation of the 
least square problem) µπορεί τότε να διατυπωθεί ως εξής: 
 
( ) BAINV(C)AA TT ⋅=⋅⋅         (11) 
 
Τα στοιχεία της C είναι οι συντελεστές aj του µοντέλου. Μπορεί επίσης να οριστεί ο 
πίνακας )( AAINVZ T ⋅=  του οποίου τα διαγώνια στοιχεία zjj είναι οι µεταβλητότητες 

2
aju (τετράγωνο της τυπικής αβεβαιότητας) των συντελεστών aj, ενώ τα µη-διαγώνια 

στοιχεία της zjk είναι  οι συµµεταβλητότητές τους Cov(aj,ak) (covariances): 
 

jjaj zu =2 ,  jkkj zaaCov =),(         (12) 
 
Η επίλυση της εξίσωσης (11) µπορεί να γίνει µε µια κλασική µέθοδο (LU decomposition, 
Gauss-Jordan elimination κλπ). Είναι επίσης δυνατή µε χρήση ευρέως διαδεδοµένων 
λογισµικών όπως το Excel, που υποστηρίζουν υπολογισµούς σε πίνακες.     
Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι τιµές των συντελεστών a1, a2,…aΜ που υπολογίζονται µε τη 
µέθοδο των σταθµισµένων ελαχίστων τετραγώνων είναι, εν γένει, διαφορετικές από αυτές 
που θα προέκυπταν εάν είχε εφαρµοστεί η µέθοδος των απλών ελαχίστων τετραγώνων, 
γεγονός που αποτελεί ένα επιπλέον επιχείρηµα υπέρ της χρήσης των πρώτων. 
Από τη στιγµή που υπολογίστηκαν οι συντελεστές a1, a2,…aΜ, οι τυπικές τους 
αβεβαιότητες uaj και οι συµµεταβλητότητες Cov(aj,ak), ο υπολογισµός της αβεβαιότητας 
στο αποτέλεσµα y του µοντέλου, όταν αυτό χρησιµοποιηθεί στη συνέχεια για δεδοµένες 
τιµές x1, x2,…xΚ  των ανεξάρτητων µεταβλητών, γίνεται εύκολα εφαρµόζοντας το νόµο 
διάδοσης των αβεβαιοτήτων [1, 5, 7]: 
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Στη συνέχεια είναι δυνατόν να προσδιοριστεί κατά τα συνήθη ένα διάστηµα εµπιστοσύνης 
για το y, για µια δεδοµένη πιθανότητα κάλυψης, θεωρώντας όµως Ν-Μ βαθµούς 
ελευθερίας, δεδοµένου ότι οι συντελεστές του µοντέλου δεν είναι όλοι στατιστικά 
ανεξάρτητοι. 
Μια άλλη ενδιαφέρουσα πτυχή της προσέγγισης αυτής είναι η δυνατότητα να αξιολογηθεί 
η καταλληλότητα του δεδοµένου µοντέλου, δηλαδή το κατά πόσο το µοντέλο αυτό 
«εξηγεί» τις πειραµατικές παρατηρήσεις. Πιο συγκεκριµένα, είναι γνωστό ότι η 
στατιστική χ2 έχει µέσο όρο το ν και τυπική απόκλιση το (2ν)0,5 και τείνει ασυµπτωτικά σε 
κανονική κατανοµή όταν το ν παίρνει µεγάλες τιµές [4]. Η πιθανότητα Q να εµφανιστεί 
κατά τύχη µια τιµή του χ2 τόσο χαµηλή όσο η ελάχιστη τιµή 2

minχ  (που οδηγεί στην 
εύρεση των συντελεστών του µοντέλου συσχέτισης), ακόµα και για ένα σωστό µοντέλο, 
δίδεται από την σχέση: 
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όπου gammq(a,x) είναι η ατελής συνάρτηση  gamma: 
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Η πιθανότητα αυτή δίδει µια ποσοτική ένδειξη της καταλληλότητας του µοντέλου. Εάν 
αυτή η πιθανότητα είναι σηµαντική, µεγαλύτερη από 0,1 για παράδειγµα, τότε το µοντέλο 
µπορεί να θεωρηθεί αξιόπιστο. Εάν η πιθανότητα Q είναι πολύ µικρή για ένα 
συγκεκριµένο σετ δεδοµένων, είναι µάλλον απίθανο οι αποκλίσεις να είναι τυχαίες και 
µπορεί να οφείλονται είτε στην ακαταλληλότητα του µοντέλου, είτε στην κακή εκτίµηση 
του µεγέθους του σφάλµατος σi το οποίο είναι µεγαλύτερο από αυτό που υπολογίστηκε, 
είτε τέλος στο ότι τα σφάλµατα δεν ακολουθούν κανονική κατανοµή. Συµβατικά 
θεωρείται ότι όταν η πιθανότητα Q είναι µικρή αλλά µεγαλύτερη από 0.001, τότε η 
συσχέτιση µπορεί να γίνει αποδεκτή εάν τα σφάλµατα δεν ακολουθούν κανονική 
κατανοµή ή έχουν υποτιµηθεί. Εάν όµως το Q είναι µικρότερο από 0.001, τότε το µοντέλο 
µπορεί να αµφισβητηθεί. 
 
 
4. Εφαρµογή στην εύρεση καµπύλης διακρίβωσης 
 
Μια συνήθης περίπτωση διακρίβωσης είναι όταν συγκρίνονται οι ενδείξεις di του υπό 
διακρίβωση οργάνου µε τις ενδείξεις ri ενός οργάνου αναφοράς σε i=1…Ν σηµεία 
διακρίβωσης. Αναζητείται, µε την µέθοδο των σταθµισµένων ελαχίστων τετραγώνων, µια 
γραµµική καµπύλη διακρίβωσης της µορφής η οποία µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη 
διόρθωση των µελλοντικών ενδείξεων του οργάνου, µετά τη διακρίβωση του [9]:  
 
r=a0+a1 d                                     (16) 
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Στόχος είναι, µε την ελαχιστοποίησης του χ2, να υπολογιστούν όχι µόνο οι τιµές των 
συντελεστών α0 και a1 αλλά και οι αβεβαιότητα που τις χαρακτηρίζει. Η εφαρµογή των 
σχέσεων (6) έως (8) µε Μ=2 και Ν=9 οδηγεί στη σχέση: 
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Η επίλυση του προβλήµατος ελαχιστοποίησης µε τη µέθοδο που εκτέθηκε παραπάνω, 
επιτρέπει τον υπολογισµό των κατάλληλων τιµών των συντελεστών α0 και a1, των 
αντίστοιχων αβεβαιοτήτων ua0 και ua1, καθώς και της συµµεταβλητότητάς τους 
Cov(a0,a1). Στη συνέχεια είναι εύκολο να υπολογιστεί η αβεβαιότητα uE στις µελλοντικές 
διορθωµένες τιµές E που προκύπτουν από τις ενδείξεις e του διακριβωµένου οργάνου:  
 
E=a0+a1 e                                      (18) 
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5. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
Η συσχέτιση δεδοµένων στα πλαίσια των µετρολογικών εφαρµογών δεν µπορεί να 
θεωρηθεί πλήρης εάν δεν συνυπολογίζει την ποιότητα των συσχετιζόµενων 
δεδοµένων, δηλαδή την αβεβαιότητα που τα χαρακτηρίζει. Η κλασική προσέγγιση 
των απλών ελαχίστων τετραγώνων είναι από την άποψη αυτή ανεπαρκής, στο 
βαθµό που αδυνατεί να οδηγήσει σε µια αποτίµηση της ποιότητας του ίδιου του 
µοντέλου συσχέτισης αλλά και των σφαλµάτων που εισάγονται από την χρήση του. 
Η µέθοδος των σταθµισµένων ελαχίστων τετραγώνων επιτρέπει, αντίθετα, τον 
προσδιορισµό ενός ρεαλιστικού µοντέλου, την αποτίµηση της καταλληλότητάς του, 
αλλά και την βελτίωση της αποτελεσµατικότητάς του, στο βαθµό που επιτρέπει την 
έγκυρη εκτίµηση αβεβαιοτήτων που θα χαρακτηρίζουν τις τιµές που το µοντέλο 
αυτό θα παράγει µετά την ολοκλήρωση της διαδικασίας συσχέτισης. 
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