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Περίληψη 
Παρά το ότι η ρητή αναφορά στην Bayesian ανάλυση είναι φαινοµενικά αρκετά 
περιορισµένη στην τρέχουσα βιβλιογραφία, είναι δεδοµένη η σηµαντική της επιρροή στη 
διαµόρφωση των σύγχρονων µεθοδολογικών προσεγγίσεων για την εκτίµηση της 
ποιότητας των µετρητικών αποτελεσµάτων και των αβεβαιοτήτων. Στην ανάλυση αυτή 
βασίζονται για παράδειγµα καίριας σηµασίας έννοιες, όπως οι αβεβαιότητες Τύπου Β και 
ο νόµος διάχυσης σφαλµάτων. Παράλληλα όµως, ειδικά τα τελευταία χρόνια, η 
στατιστική Bayesian βρίσκεται στο επίκεντρο µιας συνεχώς διευρυνόµενης συζήτησης 
σχετικά µε τις αδυναµίες και τις ανεπάρκειες της συχνοτικής προσέγγισης της µέτρησης 
και, κατ' επέκταση, του GUM (Guide to the expression of Uncertainty in Measurements, 
[1]).  
Σκοπός αυτής της εργασίας είναι να παρουσιάσει τις βασικές αρχές της Bayesian 
ανάλυσης και να συζητήσει τις επιπτώσεις από την εφαρµογή της στον τοµέα της 
ερµηνείας των εµπειρικών παρατηρήσεων γενικά και της µετρολογίας ειδικότερα. Η 
συζήτηση αυτή τοποθετείται στο ευρύτερο πλαίσιο που διαµορφώθηκε από τη διαχρονική 
διαµάχη για τη σχέση πιθανοτήτων και στατιστικής. 
Πιο συγκεκριµένα, η εργασία αυτή εξετάζει τις προϋποθέσεις και τα εργαλεία 
αποτελεσµατικής αξιοποίησης των παρατηρούµενων πειραµατικών αποτελεσµάτων σε 
µια διαδικασία συνεχούς βελτίωσης και αναβάθµισης της εικόνας που διαθέτει ο 
παρατηρητής για την αληθή τιµή του µετρούµενου µεγέθους, µε βάση τις 
επικαιροποιηµένες πληροφορίες που απορρέουν από την τρέχουσα µετρητική διαδικασία.. 
Στα εργαλεία αυτά εντάσσεται επιπλέον και η δυνατότητα που προσφέρει η Bayesian 
ανάλυση σχετικά µε την αξιοποίηση των συχνά παρεξηγηµένων υποκειµενικών 
εκτιµήσεων ή κρίσεων, µέσω µιας φυσικής διεργασίας κατά την οποία οι πιθανότητες 
εκλαµβάνονται ως βαθµός πεποίθησης ότι ένα γεγονός θα συµβεί και, εποµένως, ως 
συνάρτησης των γνώσεων που διαθέτουµε για το γεγονός αυτό.  
 
1. Εισαγωγή  
Είναι σήµερα κοινά αποδεκτό ότι µια ποσοτική δήλωση σχετική µε το αποτέλεσµα µιας 
µέτρησης δεν µπορεί να θεωρηθεί πλήρης εάν δεν συµπεριλαµβάνει µια αναφορά στην 
αβεβαιότητα που χαρακτηρίζει το αποτέλεσµα αυτό. Αν και η µεθοδολογία εκτίµησης των 
αβεβαιοτήτων στις µετρήσεις ήταν για ένα µεγάλο διάστηµα αντικείµενο διαµάχης, τα 
τελευταία χρόνια έγινε µια συστηµατική προσπάθεια σύγκλισης των απόψεων σε διεθνές 
επίπεδο γύρω από το ζήτηµα αυτό, προσπάθεια που κατέληξε το 1995 στη δηµοσίευση 
από τον ISO και άλλους διεθνείς οργανισµούς του Οδηγού GUM.  
Παρά το ότι ο GUM συνιστά αναµφίβολα σηµείο αναφοράς, η συζήτηση γύρω από τις 
µεθοδολογικές προσεγγίσεις στην εκτίµηση των αβεβαιοτήτων παραµένει επίκαιρη. 
Ορισµένα µάλιστα από τα ζητήµατα που τίθενται σε δηµόσια συζήτηση στα πλαίσια της 
µετρολογικής κοινότητας αφορούν διαχρονικές αντιπαραθέσεις µε σηµαντικές πρακτικές 
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και φιλοσοφικές προεκτάσεις. Ένα από τα ζητήµατα αυτά, ίσως το σηµαντικότερο, είναι 
το πεδίο και ο τρόπος εφαρµογής µεθοδολογιών που εντάσσονται στην συλλογιστική της 
κλασικής στατιστικής ή της bayesian προσέγγισης, καθώς και η µεταξύ τους σχέση. 
Η όποια αντιπαράθεση µεταξύ κλασικής στατιστικής και bayesian προσέγγισης δεν είναι 
καινούργια, ούτε αφορά µόνο την εκτίµηση των αβεβαιοτήτων. Παραπέµπει ευθέως στην 
συζήτηση για τη σχέση µεταξύ, από τη µια, της θεωρίας των πιθανοτήτων όπως αυτή 
διατυπώθηκε στα τέλη του 17ου αιώνα ως θεωρία του αβέβαιου στις εργασίες των Fermat, 
Pascal, Bernoulli και, από την άλλη, της στατιστικής. Η συζήτηση αυτή προσέλαβε νέες 
διαστάσεις στις αρχές του 20ου αιώνα [2] και παραµένει ανοικτή ακόµα και στις µέρες µας 
[3, 4], µε προνοµιακό πεδίο αντιπαράθεσης την επεξεργασία των εµπειρικών 
παρατηρήσεων γενικά και τη µετρολογία ειδικότερα. 
Η συζήτηση σχετικά µε το πλαίσιο στο οποίο εντάσσονται οι διαφορετικές προσεγγίσεις 
που προαναφέρθηκαν δεν είναι ακαδηµαϊκή, αλλά έχει σηµαντικές πρακτικές επιπτώσεις 
τόσο στον υπολογισµό της αβεβαιότητας αυτής καθεαυτής, όσο και στην ερµηνεία της 
αβεβαιότητας ως δείκτη αξιοπιστίας του αποτελέσµατος.   
Με την εργασία αυτή επιχειρείται η ανάδειξη των ιδιαιτεροτήτων της µιας ή της άλλης 
προσέγγισης, να συζητήσει τα σχετικά τους µειονεκτήµατα και πλεονεκτήµατα και να 
προτείνει δυνατότητες πρακτικής αξιοποίησης της bayesian συλλογιστικής στα 
προβλήµατα εκτίµησης της αβεβαιότητας και της αξιοπιστίας του αποτελέσµατος, 
ειδικότερα όταν η εκτίµηση αυτή βασίζεται σε υποκειµενικές κρίσεις και πεποιθήσεις του 
µετρολόγου. 
 
2. Πιθανότητες και αβεβαιότητα – Η Bayesian προσέγγιση και η σχέση της µε την 
κλασική στατιστική ανάλυση 
Σε ένα κόσµο αβεβαιότητας, οι εµπειρικές παρατηρήσεις δεν επιτρέπουν την διαµόρφωση 
απολύτως σίγουρων συµπερασµάτων. Όλες οι εκδοχές δεν είναι όµως εξίσου αβέβαιες, 
ορισµένες από αυτές είναι πιθανότερες από άλλες, γεγονός που επιβάλει ένα είδος 
διαβάθµισης της αβεβαιότητας που χαρακτηρίζει την κάθε µια από αυτές. Σε πολλές 
περιπτώσεις, όπως για παράδειγµα στο χώρο της µετρολογίας, η διαβάθµιση αυτή, για να 
είναι πρακτικά αξιοποιήσιµη, είναι αναγκαίο να είναι ποσοτική. Η ποσοτικοποιηµένη 
διαβάθµιση των πιθανοτήτων που χαρακτηρίζουν τις πιθανές εκδοχές ενός συµβάντος έχει 
επικρατήσει να αποκαλείται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή απλούστερα 
Συνάρτηση Κατανοµής Πιθανοτήτων. 
∆ύο είναι τα κύρια ρεύµατα κατανόησης και ερµηνείας των πιθανοτήτων, όπως έχουν 
διαµορφωθεί ιστορικά µε την πάροδο του χρόνου: η κλασική στατιστική και η bayesian 
ανάλυση. Η πρώτη συνδέει την πιθανότητα µε τη συχνότητα εµφάνισης ενός γεγονότος σε 
µια σειρά ανεξάρτητων επαναλήψεων σε παρόµοιες συνθήκες (π.χ. η εµφάνιση της µιας ή 
της άλλης όψης κατά τη ρίψη ενός νοµίσµατος). Η δεύτερη παραπέµπει στην πιθανότητα 
ως µέτρο, αναγκαστικά υποκειµενικό, της πεποίθησης ότι µπορεί ένα συµβάν να 
αποδειχθεί αληθινό ή όχι (π.χ. η πιθανότητα να βρέξει αύριο), όπου η πεποίθηση αυτή 
βασίζεται όχι στην επανάληψη της εµπειρικής παρατήρησης αλλά σε άλλες σχετικές 
πληροφορίες. 
Είναι γεγονός ότι η λεγόµενη "συχνοτική" προσέγγιση (frequentist) που βασίζεται στην 
κλασική στατιστική είναι περισσότερο οικεία στο χώρο της µετρολογίας, εν µέρει λόγω 
της έµφασης που δίδεται σε αυτή από τον ίδιο το GUM. Είναι για παράδειγµα εµφανής η 
άµεση συγγένεια των Τύπου Α αβεβαιοτήτων µε την προσέγγιση αυτή. Είναι αντίθετα 
λιγότερο εµφανής, αν και απολύτως υπαρκτή, η σχέση των Τύπου Β αβεβαιοτήτων µε την 
bayesian προσέγγιση [5, 6, 7].  
 
2.1. Η κλασική συχνοτική στατιστική  
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Η κλασική «συχνοτική» στατιστική επεξεργάζεται στατιστικές πιθανότητες, δηλαδή 
συχνότητες εµφάνισης συµβάντων. Αντίθετα µε τον υποκειµενικό χαρακτήρα της 
πεποίθησης που χαρακτηρίζει τις bayesian πιθανότητες, η στατιστική προσέγγιση έχει ως 
πρόθεση τον αντικειµενικό χαρακτηριστικό επαναλαµβανόµενων παρατηρήσεων. Στα 
πλαίσια της συλλογιστικής αυτής αναπτύχθηκαν τεχνικές που αποσκοπούν είτε στο να 
δοκιµαστούν υποθέσεις χρησιµοποιώντας δοκιµές σηµαντικότητας (significance tests), 
είτε στο να εκτιµηθούν οι τιµές αγνώστων παραµέτρων που χαρακτηρίζουν στατιστικά το 
δείγµα των παρατηρήσεων, όπως η πιθανότερη τιµή (ή καλύτερη εκτίµηση), η τυπική 
απόκλιση και τα διαστήµατα εµπιστοσύνης. 
Σύµφωνα µε την κλασική στατιστική, η τιµή του µετρούµενου µεγέθους, αποκαλούµενη 
συµβατικά Αληθής Τιµή, θεωρείται ως µια άγνωστη σταθερά και το αποτέλεσµα της 
µέτρησης ως τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί µια ΣΚΠ. Αυτό που παράγεται από την 
επανάληψη της µέτρησης σε συνθήκες ελεγχόµενης επαναληψιµότητας είναι µια 
κατανοµή δειγµατοληψίας που περιγράφει τη συχνότητα εµφάνισης της µιας ή της άλλης 
τιµής. Στην πράξη ο µετρολόγος, αφού υποθέσει ένα είδος κατανοµής, παράγει µια 
εκτίµηση της ΑΤ και µια εκτίµηση για την τυπική της απόκλιση. Βασικό χαρακτηριστικό 
της προσέγγισης αυτής είναι ότι οι εκτιµήσεις που παράγει ισχύουν µόνο για τις συνθήκες 
της µέτρησης και δεν λαµβάνουν υπόψη πιθανές άλλες πηγές πληροφορίας (προηγούµενη 
εµπειρία, δηµοσιευµένα δεδοµένα κλπ). 
Ας υποθέσουµε ότι για τον προσδιορισµό του άγνωστου µεγέθους µ, οι τιµές του οποίου 
εµφανίζουν µια διασπορά λόγω τυχαίων επιρροών ακολουθώντας µια κανονική κατανοµή, 
λαµβάνονται τυχαία δείγµατα τιµών. Οι ανεξάρτητες µετρήσεις του κάθε δείγµατος, εάν 
το πλήθος τους είναι επαρκές, ακολουθούν επίσης µια κανονική κατανοµή 
δειγνατοληψίας γύρω από τη µέση τιµή X , µε τυπική απόκλιση ίση µε την τυπική 
απόκλιση του συνολικού πληθυσµού των πιθανών τιµών του µεγέθους. Να σηµειωθεί ότι 
η κατανοµή δειγµατοληψίας είναι µια ειδική κατανοµή πιθανοτήτων που περιγράφει τη 
σχετική συχνότητα εµφάνισης όλων των πιθανών τιµών στις συνθήκες λήψης του 
δείγµατος.  
Ας υποθέσουµε ακόµα ότι ένα συγκεκριµένο δείγµα n ανεξάρτητων µετρήσεων x1,…,xn 
έχει µέση τιµή x  και τυπική απόκλιση s. Είναι σαφές ότι κάθε δείγµα παράγει τη δική του 
µέση τιµή και εποµένως η µεταβλητή "µέση τιµή του δείγµατος" (µε το σύµβολο X ) είναι 
και αυτή µια τυχαία µεταβλητή που µπορεί να λάβει πολλές διαφορετικές τιµές, µερικές 
πιο πιθανές από άλλες. Μια άλλη παρατήρηση, δηλαδή η λήψη ενός άλλου δείγµατος 
τιµών, θα οδηγήσει σε µια διαφορετική µέση τιµή.  Η διασπορά αυτή των τιµών του X  
µπορεί να περιγραφεί επίσης από µια κανονική κατανοµή γύρω από το µ. Σύµφωνα µε την 
κλασική στατιστική (Τύπου Α προσέγγιση), το x  είναι η καλύτερη εκτίµηση του µ, ενώ η 
τυπική του απόκλιση ns /=σ  εκλαµβάνεται ως τυπική απόκλιση ή τυπική αβεβαιότητα 
(Τύπου Α) που χαρακτηρίζει την εκτίµηση αυτή. Το αποτέλεσµα της µέτρησης 
διατυπώνεται συνήθως ως σµ pkx ±= . Η ποσότητα σpk , αποκαλούµενη επίσης 
διευρυµένη αβεβαιότητα, είναι συνάρτηση της επιθυµητής πιθανότητας κάλυψης p% και 
ορίζει ένα διάστηµα ( σpkx − , σpkx + ) το οποίο προτείνεται συχνά ως διάστηµα 
εµπιστοσύνης για την αληθή τιµή [8]. 
Αυτό που δηµιουργεί πρόβληµα στην περίπτωση της Τύπου Α προσέγγισης, είναι η 
ερµηνεία που αποδίδεται στο διάστηµα ( σpkx − , σpkx + ) και η δήλωση που γίνεται 
συνήθως ότι κάποιος µπορεί να είναι «95% σίγουρος» (95% confident), ότι το µ 
περιέχεται στο διάστηµα αυτό. 
Στην πραγµατικότητα, ο µόνος θεωρητικά έγκυρος ισχυρισµός, µε βάση τις υπάρχουσες 
πληροφορίες αφορά την κατανοµή της µέσης τιµής X  ως τυχαίας µεταβλητής, και 
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συγκεκριµένα την πιθανότητα p% η µέση τιµή X  να περιέχεται σε ένα καθορισµένο 
διάστηµα γύρω από την αληθή τιµή µ: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 1: Κανονική κατανοµή µέσης τιµής δείγµατος 
 
 
p( ≤− σµ pk X σµ pk+≤ )=p%       (1) 
 
Πολλές από τις συχνά προτεινόµενες ερµηνείες του αποτελέσµατος σµ pkx ±=  είναι 
εσφαλµένες, µε χαρακτηριστικά παραδείγµατα τις ακόλουθες: 

• ότι η πιθανότητα η αληθής τιµή να περιέχεται διάστηµα ( σpkx − , σpkx + ) είναι 
p% 
 

p( σµσ pp kxkx +≤≤− )=p%       (2) 
 

• ότι εάν η µέτρηση επαναληφθεί πολλές φορές, στις περίπου p% των περιπτώσεων 
η µέση τιµή του κάθε δείγµατος θα περιέχεται στο διάστηµα ( σpkx − , σpkx + ). 

Στην πράξη προτείνεται συχνά ως ένα εύλογο διάστηµα εµπιστοσύνης για την αληθή τιµή 
το ≤− σpkx µ σpkx +≤ , στη βάση δύο υποθέσεων οι οποίες δεν τεκµηριώνονται πάντα 
επαρκώς: 

• αντικαθιστώντας το X  από τη συγκεκριµένη του εκτίµηση x , όπως αυτή 
υπολογίστηκε από το συγκεκριµένο δείγµα τιµών 

• θεωρώντας ότι µια εκτίµηση της απόστασης του µ από το x  οδηγεί αυτόµατα σε 
µια ανάλογη εκτίµηση της απόστασης του x  από το µ, πράγµα όµως που 
προϋποθέτει την ύπαρξη συµµετρικής συνάρτησης κατανοµής. 
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Σχήµα 2: Η τιµή του µετρούµενου µεγέθους περιέχεται στα p% των 
ανεξάρτητων διαστηµάτων εµπιστοσύνης ( )sk,sk pp +− µµ   

 
Στην πραγµατικότητα, το µόνο ασφαλές συµπέρασµα είναι ότι, εάν η µέτρηση 
(δειγµατοληψία) επαναλαµβανόταν 100 φορές, στις p από αυτές το διάστηµα 
( )σσ pp kx,kx +−  θα περιέχει το µ (σχήµα 2). Πολύ περισσότερο που, όπως είναι φυσικό, 
το κάθε συγκεκριµένο διάστηµα ( )σσ pp kx,kx +−  εξαρτάται από την κάθε παρατήρηση 
(διαφορετικό πλήθος δείγµατος, διαφορετικοί κανόνες δειγµατοληψίας κλπ). 
Ενδεικτικό της σύγχυσης που µπορεί να δηµιουργηθεί είναι ότι ο GUM ξεκαθαρίζει ότι το 
διάστηµα ( )σσ pp kx,kx +−  ή αλλιώς η διευρυµένη αβεβαιότητα, δεν πρέπει να 
εκλαµβάνεται ως δείκτης εµπιστοσύνης και ότι η πιθανότητα κάλυψης (coverage 
probability ή level of confidence) δεν ταυτίζεται µε την κλασική έννοια του επιπέδου 
εµπιστοσύνης (confidence level), ακόµα και εάν η διάκριση µεταξύ level of confidence και 
confidence level είναι εξαιρετικά προβληµατική σε ορισµένες γλώσσες όπως άλλωστε 
είναι τα ελληνικά.  
Σε τελική ανάλυση, µε την Τύπου Α προσέγγιση δεν τεκµηριώνεται καµιά πληροφορία 
σχετικά µε το εάν η αληθής τιµή περιέχεται ή όχι στο παραγόµενο από τη µέτρηση 
διάστηµα.  Η έννοια του επιπέδου εµπιστοσύνης ορίζεται για την περίπτωση που 
λαµβάνονται ανεξάρτητα δείγµατα τιµών της ίδιας µεταβλητής (ίδιος πληθυσµός) και 
υπολογίζεται µια διευρυµένη αβεβαιότητα για το καθένα από αυτά. Στην περίπτωση 
λοιπόν αυτή, ένα ορισµένο ποσοστό (confidence level) του συνολικού αριθµού 
διαστηµάτων αναµένεται να περιέχει την άγνωστη αληθή τιµή. Με άλλα λόγια αποτελεί 
µια ένδειξη για το πόσο συχνά αναµένεται το αποτέλεσµα (δηλαδή το διάστηµα 
εµπιστοσύνης) να είναι σωστό (δηλαδή να περιέχει την αληθή τιµή), εάν η µέτρηση 
επαναληφθεί πολλές φορές (µε τη βοήθεια λήψης ενός δείγµατος τιµών κάθε φορά). 
Πρέπει να τονιστεί ότι ένα διάστηµα εµπιστοσύνης 95% (ή διευρυµένη αβεβαιότητα σε 
επίπεδο κάλυψης 95%) δεν σηµαίνει ότι υπάρχει 95% πιθανότητα το συγκεκριµένο αυτό 
διάστηµα να περιέχει την αληθή τιµή, ούτε ότι το 95% των τιµών του δείγµατος θα 
περιέχεται στο εν λόγω διάστηµα, ούτε βέβαια ότι η αληθής τιµή είναι περισσότερο 
πιθανό να βρίσκεται κοντά στο κέντρο του διαστήµατος. Όπως επίσης είναι εσφαλµένη η 
αντίληψη ότι ένα µεγάλο διάστηµα σηµαίνει χαµηλή εµπιστοσύνη στο αποτέλεσµα. 
Από την άλλη βέβαια το Τύπου Α αποτέλεσµα αποτελεί αναµφίβολα ένα δείκτη 
ποιότητας της µέτρησης στο βαθµό που µεγάλη πιθανότητα κάλυψης σηµαίνει ότι, σε 
περίπτωση επανάληψης της δειγµατοληψίας, η πιθανότητα να περιέχεται η αληθής τιµή 
σε κάποιο από τα παραγόµενα διαστήµατα είναι µεγάλη, και άρα είναι µεγάλη και η 
πιθανότητα κάθε ένα ξεχωριστά να περιέχει την αληθή τιµή. 
Ένα από τα σηµαντικότερα µειονεκτήµατα της κλασικής συχνοτικής Τύπου Α 
προσέγγισης είναι ότι στην πραγµατικότητα αποφαίνεται σχετικά µε τη διασπορά των 
παρατηρήσεων και όχι για την ορθότητα τους. Εάν τα σφάλµατα που προκαλούν αυτή τη 
διασπορά και αποµακρύνουν τις παρατηρούµενες τιµές από την αληθή τιµή είναι τυχαία, 
η µέση τιµή συνιστά µια αποτελεσµατική εκτίµηση της αληθούς τιµής. Στις περιπτώσεις 
όµως που υπάρχουν συστηµατικές συνιστώσες σφάλµατος, η εκτίµηση δεν είναι 
αποτελεσµατική και παράγεται µια εσφαλµένη εικόνα για το µετρούµενο µέγεθος. 
 
2.2. Η bayesian προσέγγιση 
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Οι πιθανότητες εµφανίστηκαν αρχικά ως θεωρητικό υπόβαθρο της αβεβαιότητας. Έτσι, 
µπορεί τα αποτελέσµατα Ε µιας εµπειρικής παρατήρησης να µην επιτρέπουν την απόλυτη 
επιβεβαίωση µιας υπόθεσης Η, µπορούν όµως να βοηθήσουν στην εκτίµηση της 
πιθανότητας να είναι αληθής η υπόθεση αυτή, µέσω µιας επαγωγικής λογικής διεργασίας. 
Η πιθανότητα «η Η να είναι αληθής µε δεδοµένα τα αποτελέσµατα Ε» συµβολίζεται 
p(H/E) και αντανακλά τη γνώµη που σχηµάτισε ο παρατηρητής µετά την παρατήρηση. Σε 
τελική ανάλυση, σκοπός της πειραµατικής – εµπειρικής δραστηριότητας είναι η εκτίµηση 
αυτής ακριβώς της πιθανότητας [5]. 
Πολλές από τις δυσκολίες στην κατανόηση των πιθανοτήτων ως θεωρίας της 
αβεβαιότητας σχετίζονται µε την ερµηνεία των πιθανοτήτων ως έννοιας. Η στροφή προς 
τη στατιστική των τελευταίων δεκαετιών, βοήθησε ώστε να εξασθενίσει η πρωταρχική 
ερµηνεία των πιθανοτήτων ως ένα µέτρο του βαθµού της πεποίθησης ότι ένα γεγονός θα 
συµβεί, δηλαδή του πόσο σίγουρος είναι κάποιος σχετικά µε την αλήθεια µιας εκδοχής, ή 
ακόµα του πόσο πιστεύει την εκδοχή αυτή. Έτσι, λαµβάνοντας υπόψη τις γνώσεις που 
διαθέτουµε για ότι επηρεάζει την πραγµάτωση µιας εκδοχής, η αριθµητική πιθανότητα p 
αυτής της εκδοχής είναι ένας πραγµατικός αριθµός ο οποίος µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως 
ποσοτικό µέτρο της έντασης της εικασίας ή της προσµονής µας, στη βάση των εν λόγω 
γνώσεων, ότι το ενδεχόµενο θα πραγµατοποιηθεί. Και όπως σηµειώνει ο Poincaré: 

«Εάν δεν υπήρχε άγνοια δεν θα υπήρχαν πιθανότητες αλλά µόνο βεβαιότητες. Η 
άγνοια µας όµως δεν µπορεί να είναι απόλυτη, ειδάλλως δεν θα υπήρχε επίσης 
λόγος επίκλησης των πιθανοτήτων. Κατά συνέπεια, το πρόβληµα των πιθανοτήτων 
µπορεί να κατηγοριοποιηθεί ανάλογα µε τη µικρότερη ή µεγαλύτερη έκταση της 
άγνοιας µας». 

Η απόσταση που χωρίζει την κλασική στατιστική από τις πιθανότητες σχετίζεται και µε τη 
διαφορά ανάµεσα στις εκφράσεις "τυχαία" (random) και "αβέβαια" (uncertain) που 
χρησιµοποιούνται για µια µεταβλητή: η πρώτη χαρακτηρίζει τον τρόπο εµφάνισης (και 
παραπέµπει στη συχνότητα εµφάνισης), ενώ η δεύτερη σχετίζεται µε τη γνώση ή την 
έλλειψη γνώσης σχετικά µε τη µεταβλητή αυτή. 
Αυτό όµως που ενδιαφέρει εδώ δεν είναι το γενικό πρόβληµα των πιθανοτήτων, αλλά η 
θέση της παρατήρησης γενικά και της µέτρησης ειδικότερα στα πλαίσια ενός 
ερµηνευτικού σχήµατος που επικεντρώνεται στο χειρισµό των αβεβαιοτήτων µε βάση τις 
πιθανότητες. ∆εν πρέπει να ξεχνάµε ότι η πειραµατική παρατήρηση αποσκοπεί στον 
προσδιορισµό της τιµής µιας συγκεκριµένης παραµέτρου ή στην επιβεβαίωση µιας 
θεωρίας που περιγράφει κατά το δυνατόν αποτελεσµατικότερα το παρατηρούµενο 
φαινόµενο ή ακόµα και τα δύο ταυτόχρονα. Από την άποψη αυτή, το ενδιαφέρον 
εστιάζεται αυτονόητα στην αξιοποίηση του αποτελέσµατος της παρατήρησης-µέτρησης 
σε µια διαδικασία αναβάθµισης και διεύρυνσης των γνώσεων για το µετρούµενο µέγεθος, 
διαδικασία που περιγράφεται µε εντυπωσιακή απλότητα από το νόµο του Bayes.  
Το 1763 δηµοσιεύτηκε µια µεταθανάτια εργασία του αντικοµφορµιστή κληρικού και 
µαθηµατικού Thomas Bayes (1702-1761) στην οποία, βάσει των αξιωµάτων της θεωρίας 
των πιθανοτήτων, διατυπώθηκε το οµώνυµο θεώρηµα που έµελλε να αποτελέσει σηµείο 
εκκίνησης για µια συγκεκριµένη σχολή σκέψης στα προβλήµατα επεξεργασίας της 
πληροφορίας [3, 6]:  
 

)(
)()/()/(

EP
HpHEpEHp =         (3) 

 
Στην γενική του µορφή το θεώρηµα του Bayes συσχετίζει τη προηγούµενη πιθανότητα 
p(Η) να είναι αληθής µια υπόθεση Η, µε την αντίστοιχη µεταγενέστερη πιθανότητα 
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p(H/E), όπως αυτή διαµορφώθηκε υπό το φως της παρατήρησης Ε, συνυπολογίζοντας και 
την αληθοφάνεια p(E) της παρατήρησης αυτής (σχήµα 2). 
Στην πραγµατικότητα, το θεώρηµα του Bayes κωδικοποιεί µια πολύ φυσική διαδικασία 
κατά την οποία οι υποθέσεις εκτιµώνται υπό το φως τόσο της υφιστάµενης πεποίθησης, 
όσο και της εµπειρικής παρατήρησης, χωρίς να είναι καµιά από τις δύο αυτές 
παραµέτρους από µόνη της αποφασιστική, αντανακλώντας τη διαδικασία αναβάθµισης 
της γνώσης για το παρατηρούµενο µέγεθος, όπως ακριβώς γίνεται και στην πραγµατική 
ζωή. Η πεποίθηση ελέγχεται από την εµπειρική παρατήρηση ενώ η αξιοπιστία της 
εµπειρικής παρατήρησης ελέγχεται από την υφιστάµενη γνώση. Η bayesian προσέγγιση 
εµφανίζεται να είναι πιο φυσική και περισσότερο εναρµονισµένη µε την συνήθη 
επιστηµονική δραστηριότητα.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 2: Αναβάθµιση της γνώσης µέσω της παρατήρησης 
 
Η πιθανότητα p(E/H), αποκαλούµενη και πιθανοφάνεια (likelihood) αποτελεί µέτρο του 
πόσο πιθανή είναι η παρατήρηση Ε εάν ισχύει η υπόθεση Η ή του βαθµού κατά τον οποίο 
η Η εξηγεί την εµφάνιση του Ε. Η ποσότητα αυτή προκύπτει εποµένως από την 
παρατήρηση και αντιπροσωπεύει τη γνώση που απορρέει από την παρατήρηση αυτή. 
 
3. Μαθαίνοντας από τα δεδοµένα των µετρήσεων   
 
Αυτό που ενδιαφέρει πρακτικά στη µετρολογία είναι το ερώτηµα «πώς µπορούµε να 
µάθουµε από τα δεδοµένα των παρατηρήσεων σε ένα πιθανολογικό πλαίσιο;». Η αλλιώς 
«πώς µπορούµε να πάµε από τα παρατηρούµενα αποτελέσµατα στα βαθύτερα αίτια, δηλαδή 
τα πραγµατικά φυσικά µεγέθη;». 
Η εφαρµογή του θεωρήµατος του Bayes σε όλη την κλίµακα των τιµών που είναι δυνατόν 
να πάρει το µετρούµενο µέγεθος Q οδηγεί στο συνδυασµό κατανοµών πιθανοτήτων αντί 
για συνδυασµό πιθανοτήτων µεµονωµένων τιµών, µε την πιθανότητα να περιέχεται η 
αληθής τιµή Q µια µεταβλητής στο διάστηµα (q, q+dq) να είναι f(q). Το θεώρηµα του 
Bayes γράφεται στην περίπτωση αυτή: 
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df
qfqdfdqf =         (4) 

 
Σαν σηµείο εκκίνησης λαµβάνεται η υπάρχουσα γνώση για το παρατηρούµενο 
(µετρούµενο) µέγεθος, όπως αυτή αντιπροσωπεύεται από την prior κατανοµή 
πιθανοτήτων f(q), πριν την µέτρηση. Εάν αυτή η γνώση είναι πολύ αβέβαιη ή ανύπαρκτη, 
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η κατανοµή f(q) θα είναι πολύ «ανοικτή» µε µεγάλη ή άπειρη τυπική απόκλιση. Το 
θεώρηµα του Bayes επιτρέπει την ενσωµάτωση της γνώσης που προκύπτει από τα 
δεδοµένα d της παρατήρησης και τον υπολογισµό µιας νέας posterior κατανοµής f(q/d), 
χαρακτηριζόµενης από µικρότερη τυπική απόκλιση. Εισάγεται µε άλλα λόγια µια λογική 
επαναπροσδιορισµού της αβεβαιότητας υπό το φως της νέας γνώσης που παρέχει η 
παρατήρηση.  
Πρέπει να τονιστεί ότι οι εκφράσεις «πριν» και «µετά» (prior και posterior) δεν πρέπει να 
εκλαµβάνονται µε τη στενή χρονική τους έννοια, αλλά ως προσδιοριστικά της 
αλληλουχίας των ενεργειών στην πορεία επεξεργασίας της πληροφορίας (σχήµα 3).  
Η κατανοµή f(d/q) είναι κάπως δύσκολο να εκληφθεί ως µια συµβατική συνάρτηση 
κατανοµής, δεδοµένου ότι αφορά συγκεκριµένα δεδοµένα d τα οποία σχετίζονται µε µια 
µεταβλητή q. Για το λόγο αυτό, η κατανοµή αυτή γράφεται συνήθως µε διαφορετικό 
τρόπο, ως πιθανοφάνεια (likelihood) )/( dql  των δεδοµένων d: 
 

)()/()()/()/( qfdqqfqdfKdqf l∝=       (5) 
 
όπου Κ είναι µια σταθερά µπορεί να υπολογιστεί από τη συνθήκη κανονικοποίησης της 
µεταγενέστερης συνάρτησης f(q/d) (ολοκλήρωµα ίσο µε τη µονάδα).  
Εάν η υφιστάµενη γνώση είναι σχεδόν ανύπαρκτη (µεγάλη αβεβαιότητα σχετικά µε 
πιθανές τιµές του q), η ποσότητα f(q) είναι πρακτικά µια σταθερά που απορροφάται κατά 
την κανονικοποίηση και η αβεβαιότητα µετά τη µέτρηση είναι πρακτικά ίση µε την 
αβεβαιότητα της παρατήρησης:  
 
f(q|d) ∝ f(d|q) f(q) ∝ f(x|µ)        (6) 
 
Η πιθανοφάνεια (likelihood) )/( dql = f(d/q) αντιστοιχεί στην πιθανότητα να εµφανιστούν 
οι τιµές δεδοµένων d εάν µετράται ένα µέγεθος µε αληθή τιµή q. Η πιθανοφάνεια 
αντιστοιχεί εποµένως στην απόκριση του µηχανισµού παρατήρησης, 
συµπεριλαµβανοµένου του εξοπλισµού, των ικανοτήτων του χειριστή και της µεθόδου 
µέτρησης. Πρόκειται µε άλλα λόγια για την εικόνα που προκύπτει από τη µέτρηση, 
συνυπολογίζοντας τη διακρίβωση του εξοπλισµού.  
Η σηµασία της bayesian ανάλυσης έγκειται κυρίως στο διαφορετικό ερµηνευτικό σχήµα 
που εισάγει σε σχέση µε την κλασική στατιστική, ωστόσο µπορεί να βρει σηµαντικές 
πρακτικές εφαρµογές, όπως φαίνεται και από τα δύο παράδειγµα που ακολουθούν. 
α) Βέλτιστη αξιοποίηση αποτελέσµατος µεµονωµένης µέτρησης. 

Έστω η υφιστάµενη γνώση για ένα µέγεθος Χ αντιπροσωπεύεται από µια κανονική 
κατανοµή επικεντρωµένη στο x1 µε τυπική απόκλιση u1: 
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Έστω επίσης ότι είναι διαθέσιµη µια µέθοδος µέτρησης που οδηγεί σε µια τιµή x2,  
τιµή που µπορεί να θεωρηθεί (µε βάση τα χαρακτηριστικά της µεθόδου) ότι ανήκει σε 
κατανοµή συχνοτήτων µε κέντρο την αληθή τιµή και τυπική απόκλιση u2. Η  τυπική 
απόκλιση u2 αντιστοιχεί στην αβεβαιότητα της µεθόδου. Η πιθανοφάνεια είναι τότε [5]: 
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Το θεώρηµα του Bayes µας επιτρέπει να αναβαθµίσουµε τη γνώση µας για το µέγεθος 
Χ, σχηµατίζοντας µια νέα εικόνα:  
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Από το συνδυασµό των δύο κατανοµών υπολογίζεται εύκολα ότι: 
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Σχήµα 3: Αναβάθµιση γνώσης για το µετρούµενο µέγεθος 
 
Από τις σχέσεις (9) και (10) προκύπτει ότι η τελική εικόνα για το µετρούµενο µέγεθος 
επηρεάζεται τόσο από τις υφιστάµενες γνώσεις, όσο και από την τρέχουσα 
παρατήρηση. Εάν όµως µια από τις δύο είναι πιο σίγουρη (µικρότερη αβεβαιότητα), 
τότε είναι αυτή που θα καθορίσει στο µεγαλύτερο βαθµό την νέα κατανοµή, άρα και τη 
νέα εικόνα που σχηµατίζεται για το µετρούµενο µέγεθος. Έτσι, µια µέτρηση µε µια 
µέθοδο χαµηλών µετρολογικών αξιώσεων αναµένεται να µην επηρεάσει ουσιαστικά 
την ήδη διαµορφωµένη αντίληψη για το µετρούµενο µέγεθος και αντίστροφα. 

 
β) Ερµηνεία αποτελεσµάτων από µεθόδους δεδοµένης αξιοπιστίας 
Το αποτέλεσµα µιας µέτρησης δεν είναι ποτέ εντελώς σίγουρο στο βαθµό που υπάρχει 
πάντα η πιθανότητα, έστω µικρή, η πραγµατική τιµή να βρίσκεται έξω από το διάστηµα 
εµπιστοσύνης. Ο τυπικός χρήστης του αποτελέσµατος υποχρεώνεται συχνά να 
αξιολογήσει στην πράξη την πιθανότητα αστοχίας, συσχετίζοντάς την µε τη γενικότερη 
εικόνα που έχει σχηµατίσει για το µετρούµενο µέγεθος. Η bayesian ανάλυση επιτρέπει µια 
ρεαλιστική και συνάµα επιστηµονικά έγκυρη συσχέτιση, όπως φαίνεται και από το 
παράδειγµα που ακολουθεί (παρµένο από την αναφορά [4]). 
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Έστω µια κλινική µέθοδος εξέτασης της µόλυνσης από τον ιό του AIDS η οποία έχει 
ποσοστό επιτυχίας, σύµφωνα µε τα δεδοµένα της επικύρωσης της, 100% όταν ο 
εξεταζόµενος είναι όντως φορέας. Η ίδια µέθοδος αστοχεί στα 0.2% των περιπτώσεων 
υγιών ασθενών, δείχνει δηλαδή µόλυνση όταν αυτή δεν υπάρχει. Ποια είναι η πιθανότητα 
ένα άτοµο µε θετικό αποτέλεσµα στην εξέταση αυτή να είναι όντως φορέας όταν ξέρουµε 
ότι µόνο το 0.15% του γενικού πληθυσµού είναι φορείς του ιού; 
Τα δεδοµένα του προβλήµατος µπορούν να διατυπωθούν µε όρους πιθανοτήτων µε τις 
σχέσεις p(θετικός/φορέας)=1, p(θετικός/όχι φορέας)=0.002 και p(φορέας)=0.0015. Το 
ζητούµενο είναι να εκτιµηθεί η πιθανότητα p(φορέας/θετικός). Είναι εύκολο να 
διαπιστωθεί ότι η εφαρµογή του θεωρήµατος του Bayes οδηγεί στη σχέση: 
 
 
 
 
 
Από τη σχέση αυτή υπολογίζεται εύκολα ότι η ζητούµενη πιθανότητα είναι 
p(φορέας/θετικός)=43%. Είναι προφανές ότι η εικόνα αυτή θα ήταν διαφορετική εάν 
επρόκειτο για εξέταση µέλους µιας ευπαθούς οµάδας πληθυσµού, όπως για παράδειγµα 
χρήστες ναρκωτικών, για τους οποίους η πιθανότητα p(φορέας) θα ήταν ασφαλώς 
µεγαλύτερη, δηλαδή εάν η υπάρχουσα γνώση ήταν περισσότερο εστιασµένη. Γενικότερα 
αλώστε διαπιστώνεται µια διαρκώς εντεινόµενη τάση αξιοποίησης της bayesian 
στατιστικής για την αποτίµηση της αξιοπιστίας των κλινικών αποτελεσµάτων [9). 
 
4. Συµπεράσµατα  
Η bayesian ανάλυση έχει επανέλθει τα τελευταία χρόνια στο επίκεντρο των συζητήσεων 
σχετικά µε την αξιοπιστία και την ερµηνεία των αποτελεσµάτων των µετρήσεων. Όντας 
πιο κοντά στο φυσικό τρόπο επεξεργασίας της πληροφορίας, δίνει τη δυνατότητα για µια 
ρεαλιστική αναβάθµιση των πληροφοριών για το µετρούµενο µέγεθος στη βάση των 
εµπειρικών παρατηρήσεων. Η έµφαση στην αξιολόγηση των παρατηρούµενων 
αποτελεσµάτων υπό το φως των υφιστάµενων γενικότερων γνώσεων  επαναφέρει στο 
επίκεντρο της προσοχής την πεποίθηση του µετρολόγου, αναβαθµίζοντας έτσι την 
σηµασία της κατανόησης των, συχνά αόρατων, µηχανισµών που διαµορφώνουν το 
παρατηρούµενο αποτέλεσµα. Αναβαθµίζει µε τον τρόπο αυτό την κριτική σκέψη, σε 
αντιπαράθεση µε την αλόγιστη χρησιµοποίηση των κλασικών στατιστικών εργαλείων τα 
οποία οδηγούν συχνά σε παρανοήσεις και εσφαλµένες ερµηνείες. 
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