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 Στην παρούσα εργασία σχεδιάζεται µια παραθυρική εφαρµογή για την εκτίµηση της 
µετρητικής αβεβαιότητας µε την µέθοδο Monte-Carlo. Η εφαρµογή, αν και είναι αρκετά 
γενική και µπορεί να περιλάβει διάφορες περιπτώσεις µέτρησης φυσικο-χηµικών µεγεθών, 
χρησιµοποιείται στην περίπτωση του προσδιορισµού µάζας µε µεγάλη ακρίβεια (συγκριτική 
ζύγιση) ως ένα παράδειγµα εργασίας. Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την µέθοδο 
συγκρίνονται µε αυτά από την εφαρµογή της κλασσικής διάδοσης των αβεβαιοτήτων και 
δείχνουν ότι για τη συγκεκριµένη περίπτωση υπάρχει ταύτιση. 
 
1. Εισαγωγή 
  
 Το ISO “GUM” [1] παρέχει ένα συστηµατικό τρόπο αντιµετώπισης του 
προβλήµατος προσδιορισµού της εκτίµησης y, της τυπικής αβεβαιότητας u(y) και ενός 
διαστήµατος εµπιστοσύνης I(p) για ένα µετρούµενο µέγεθος Υ που προκύπτει από τις 
µετρήσεις ή εκτιµήσεις, xi, άλλων µεγεθών Xi µέσω ενός µετρητικού µοντέλου Y = Q(Xi, 
i=1…n). Η µεθοδολογία αυτή αποτελεί πλέον τον συνήθη και διεθνώς αναγνωρισµένο 
τρόπο εκτίµησης της αβεβαιότητας µιας µετρητικής διεργασίας και έχει υιοθετηθεί και 
εφαρµοσθεί σε πολλά πρότυπα και οδηγίες όπου υπάρχει ανάγκη εκτίµησής της [2,3]. 
 Κεντρικό σηµείο της µεθοδολογίας του ISO “GUM” είναι η χρήση ενός 
γραµµικοποιηµένου µοντέλου του νόµου διάδοσης των αβεβαιοτήτων (Ν∆Α) [4] όπου οι 
εκτιµήσεις των µεταβλητών εισόδου του µοντέλου, xi, και των αβεβαιοτήτων τους, u(xi), 
προέρχονται από τις αναµενόµενες τιµές και τυπικές αποκλίσεις των συναρτήσεων 
πυκνότητας πιθανοτήτων (pdf) των αντίστοιχων τυχαίων µεταβλητών Xi, µε αποτέλεσµα 
τα ζητούµενα εξαγόµενα µεγέθη y, u(y) και του διαστήµατος εµπιστοσύνης βάσει της 
κατανοµής t-Student για συγκεκριµένο αριθµό «δραστικών βαθµών ελευθερίας», νeff, 
όπως προκύπτουν από την σχέση Welch-Satterthwaite [5].  
 Ακόµη από την πρώτη έκδοση του ISO “GUM” αναγνωρίσθηκε ότι παρόλο που 
σε πλείστες περιπτώσεις η παραπάνω µεθοδολογία δίνει ικανοποιητικές και αξιόπιστες 
εκτιµήσεις της µετρητικής αβεβαιότητας, υπάρχουν περιπτώσεις όπου η εφαρµογή της 
είτε την υποεκτιµά σηµαντικά ή δίνει διαστήµατα εµπιστοσύνης που είναι µεγαλύτερα σε 
σχέση µε το αναφερόµενο επίπεδο εµπιστοσύνης. Για τον παραπάνω λόγο υπάρχει µία 
δήλωση στο “GUM” όπου γίνεται νύξη για χρήση και άλλων, υπολογιστικών, µεθόδων 
για την εκτίµηση της αξιοπιστίας του µετρητικού αποτελέσµατος όπου αυτό κρίνεται 
σκόπιµο και ιδιαίτερα όταν: 

1. υπάρχει σηµαντική µη-γραµµικότητα στο µετρητικό µοντέλο ώστε το ανάπτυγµα 
Taylor 1ης τάξης του, να µην αποτελεί καλή προσέγγιση 

2. δεν ισχύει το θεώρηµα του κεντρικού ορίου µε αποτέλεσµα η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανοτήτων της µεταβλητής εξόδου να µην είναι κανονική κατανοµή 

3. δεν υπάρχει ικανοποιητική ισχύς της σχέσης Welch-Satterthwaite για τον 
υπολογισµό των «δραστικών βαθµών ελευθερίας» 

4. υπάρχει αµφιβολία ισχύος των προϋποθέσεων για την εφαρµογή του νόµου 
διάδοσης των αβεβαιοτήτων     
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 ∆εδοµένων των παραπάνω πιθανών «µειονεκτηµάτων» της µεθοδολογίας [5], 
συνιστάται πλέον και η χρήση της υπολογιστικής µεθόδου προσοµοίωσης Monte Carlo 
(MC) για την εκτίµηση των χαρακτηριστικών της συνάρτησης πυκνότητας πιθανοτήτων 
του προσδιοριζόµενου µεγέθους Y [6]. Σε αντίθεση µε τον νόµο διάδοσης των 
αβεβαιοτήτων, η µέθοδος αυτή προβλέπει την διάδοση των συναρτήσεων πυκνότητας 
πιθανοτήτων των µεταβλητών του µετρητικού µοντέλου και τον προσδιορισµό της 
αναµενόµενης τιµής, της τυπικής απόκλισης και ενός διαστήµατος εµπιστοσύνης από την 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανοτήτων της µεταβλητής Y.  
 
2. Νόµος ∆ιάδοσης των Αβεβαιοτήτων 
 
 Όταν η µέτρηση ενός µεγέθους, Υ, δεν είναι άµεσα εφικτή αλλά εξαρτάται από 
την µέτρηση n άλλων µεγεθών Χ1,Χ2, …,Χn, ισχύει η µαθηµατική σχέση Υ = 
Q(X1,X2…Xn). Έστω ότι x1,x2,…,xn είναι οι εκτιµήσεις των µεγεθών X1,X2…Xn 
αντίστοιχα, που προκύπτουν από την µέτρησή τους. Συνέπεια της µέτρησης είναι οι 
εκτιµήσεις αυτές να εµπεριέχουν τυχαία σφάλµατα και τα οποία είναι λογικό να υποτεθεί 
ότι θα διαδοθούν µε κάποιο τρόπο στην εκτίµηση q, του µεγέθους Υ. Ξεκινώντας από το 
γεγονός ότι τα x1,x2,…,xn είναι «λογικές» εκτιµήσεις των µεγεθών Χ1,Χ2, …,Χn, το Q 
µπορεί να αναπαρασταθεί µε ένα ανάπτυγµα Taylor 1ης  τάξης γύρω από τις εκτιµήσεις ως 
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όπου οι παράγωγοι είναι υπολογισµένες στα Xi = xi (i = 1…n). Εφόσον τα X1,X2…Xn 
είναι τυχαίες µεταβλητές έπεται ότι και το Q είναι τυχαία µεταβλητή µε πιθανότερη τιµή 
Ε{Q} =  Q(x1,…xn). Εποµένως 
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Έχοντας υπόψη ότι για µία τυχαία µεταβλητή z, η αναµενόµενη τιµή E(z) και η 
διακύµανση Var(z) ορίζονται αντίστοιχα ως 
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όπου f(z) είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανοτήτων (pdf) που αντιστοιχεί στην 
µεταβλητή, προκύπτει ότι  
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ή αντικαθιστώντας για τις πιθανότερες τιµές των τετραγωνικών αποκλίσεων 
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Αν για τις διακυµάνσεις και συν-διακυµάνσεις χρησιµοποιηθούν οι αντίστοιχες 
αβεβαιότητες που συνοδεύουν τις πειραµατικά προσδιορισµένες εκτιµήσεις η παραπάνω 
σχέση γράφεται ως  
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και αποτελεί τον νόµο διάδοσης των αβεβαιοτήτων. Η παραπάνω διαδικασία φαίνεται 
παραστατικά στο σχήµα 1. 
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Σχήµα 1. Αναπαράσταση του υπολογισµού αβεβαιότητας µε χρήση του νόµου διάδοσης 

των αβεβαιοτήτων (Ν∆Α). 
 
 
3. Αριθµητική Προσοµοίωση-Μέθοδος Monte Carlo 
 

Η προσοµοίωση Monte Carlo για τον υπολογισµό αβεβαιοτήτων στηρίζεται στο 
ότι οποιαδήποτε τιµή που προκύπτει για µία µεταβλητή από µία κατανοµή τυχαίων 
πιθανών εκτιµήσεών της, είναι το ίδιο επιτρεπτή όσο οποιαδήποτε άλλη εκτίµησή της. 
Εποµένως παίρνοντας για κάθε µεταβλητή εισόδου, Xi, µία τυχαία τιµή από την 
αντίστοιχη προκαθορισµένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανοτήτων παράγεται µία 
συγκεκριµένη, τυχαία αλλά καθ’όλα επιτρεπτή κατάσταση εισόδου για το µετρητικό 
µοντέλο. Η τιµή που υπολογίζεται από το µοντέλο αποτελεί µία πιθανή εκτίµηση της 
µεταβλητής, Y, που προσδιορίζεται µέσω του µετρητικού µοντέλου. Η επανάληψη της 
διαδικασίας αυτής Μ φορές (Μ ≈105) παράγει µία προσέγγιση της κατανοµής των 
πιθανών εκτιµήσεων της µεταβλητής Y. Στο σχήµα 2 οι συναρτήσεις πυκνότητας 
πιθανοτήτων των µεταβλητών X1, X2, X3 είναι αντίστοιχα οι  gi(ξi), i=1…3, ενώ της 
µεταβλητής Y, g(η).   
 

 
Σχήµα 2. Αναπαράσταση του υπολογισµού αβεβαιότητας από την διάδοση κατανοµών και 

χρήση προσοµοίωσης Monte-Carlo (MC). 
 

Τα βήµατα που ακολουθεί κανείς για παραγωγή της προσέγγισης της κατανοµής 
των εκτιµήσεων της µεταβλητής Y συνοψίζονται παρακάτω: 
1. δειγµατοληψία από τις συναρτήσεις πυκνότητας πιθανοτήτων των Ν µεταβλητών Xi για 
την παραγωγή ενός δείγµατος µεγέθους Ν. Ο βαθµός τυχαιότητας όσο και η ανεξαρτησία 
των στοιχείων του δείγµατος εξαρτάται από την γεννήτρια τυχαίων αριθµών που θα 
χρησιµοποιηθεί [7]. 

Y =Q(X) 

x1, u(x1)

x2, u(x2)

xn, u(xn)

y, u(y) 

g(η) 

g3(ξ3) 

g2(ξ2) 

g1(ξ1) 

Υ = Q(X) 
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2. υπολογισµός της εκτίµησης της µεταβλητής Y βάσει του µετρητικού µοντέλου για το 
δείγµα των Ν µεταβλητών Xi. 
3. επανάληψη της παραπάνω διαδικασίας Μ φορές, µε αποτέλεσµα την παραγωγή Μ 
ανεξάρτητων εκτιµήσεων της µεταβλητής Y από τα Μ δείγµατα µεγέθους Ν των 
εκτιµήσεων των µεταβλητών Xi. Ο αριθµός των επαναλήψεων δεν επιλέγεται συνήθως a 
priori αλλά µε κάποια µέθοδο που επιτρέπει την προσαρµογή του Μ κατά την διάρκεια 
της προσοµοίωσης, δεδοµένου ότι ο αριθµός των δοκιµών εξαρτάται από την µορφή της 
συνάρτησης πυκνότητας πιθανοτήτων του εξαγόµενου µεγέθους. 
∆) παραγωγή της συγκεντρωτικής συνάρτησης κατανοµής (cdf) του εξαγόµενου µεγέθους  
Y, και από γίνεται ο υπολογισµός της αναµενόµενης τιµής και τυπικής απόκλισής της 
καθώς και του διαστήµατος εµπιστοσύνης. 
 
3. Περιγραφή του λογισµικού Προσοµοίωσης Monte Carlo 
 
 Για την πραγµατοποίηση της εφαρµογής αυτής χρησιµοποιήθηκε το περιβάλλον 
ανάπτυξης εφαρµογών Visual Studio .Net της Microsoft. Η ανάπτυξη έγινε σε γλώσσα 
C#, και µπορεί να εκτελείται σε στο περιβάλλον των Windows, όπως και κάθε άλλη 
παραθυρική εφαρµογή. Στην εικόνα 1 φαίνεται µια διαγραµµατική περιγραφή των 
λειτουργικών τµηµάτων της εφαρµογής. Γενικά χωρίζεται σε τρία τµήµατα που 
περιγράφονται παρακάτω αναλυτικότερα. 

 
 
3.1 ∆ηµιουργία µοντέλου 
 Εδώ αρχικά εισάγονται σε ένα πλαίσιο κειµένου (σχήµα 3) οι εξισώσεις που 
περιγράφουν το µοντέλο που πρόκειται να χρησιµοποιηθεί. Η εισαγωγή µπορεί να γίνει 
είτε απ’ ευθείας είτε από αρχείο κειµένου (.txt) ή από αρχείο που δηµιουργήθηκε από την 
ίδια την εφαρµογή. Η σύνταξη είναι απλή και ακολουθεί τους κανόνες γραφής 
εξισώσεων. Οι µαθηµατικές συναρτήσεις που στην παρούσα έκδοση δέχεται το λογισµικό 
είναι αυτές που χρησιµοποιούνται συνήθως, δηλαδή εκτός από τις τέσσερις βασικές 

Έκδοση Αποτελεσµάτων 

Εκτέλεση Μοντέλου ∆ηµιουργία µοντέλου 

Εισαγωγή 
Εξισώσεων 

Συντακτικός έλεγχος – 
Έλεγχος πληρότητας 
εξισώσεων 

Προσδιορισµός  και 
απόδοση τιµών 
Μεταβλητών - 
Ποσοτήτων 

∆ιερµηνεία 
Εξισώσεων 

Εφαρµογή µεθόδου 
Monte Carlo 

Εκτύπωση 
Αποτελεσµάτων 

Εµφάνιση 
Αποτελεσµάτων 
στην οθόνη 

Εικόνα 1. ∆ιάγραµµα λειτουργίας. 
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αριθµητικές πράξεις (+, -, *, /), υποστηρίζονται και οι εξής: Ύψωση σε δύναµη (^), 
φυσικοί λογάριθµοι (LN) και δεκαδικοί (LOG)), η εκθετική συνάρτηση (EXP), 
τετραγωνική ρίζα (SQRT). Για λόγους αναβάθµισης έχουν δεσµευθεί λέξεις που 
χρησιµοποιούνται για άλλες µαθηµατικές συναρτήσεις, όπως οι τριγωνοµετρικές (SIN, 
COS, TAN, ASIN, ACOS, ATAN), οι υπερβολικές (SINH, COSH, TANH, ASINH, 
ACOSH, ATANH) και άλλες (INV, LOOP, WHILE, FOR, UNTIL). Πάντως σε κάθε 
περίπτωση αναβάθµισης του λογισµικού προβλέπεται να υπάρχουν και εργαλεία για τον 
έλεγχο των υπαρχόντων µοντέλων και την µετατροπή τους σε συµβατά µε τη νέα έκδοση 
του λογισµικού. Τα αναγνωριστικά των µεταβλητών µπορούν να περιλαµβάνουν 
γράµµατα του λατινικού αλφαβήτου και αριθµούς αλλά να αρχίζουν οπωσδήποτε µε 
λατινικό γράµµα. Το συνολικό µήκος των αναγνωριστικών δεν πρέπει να ξεπερνά τους 16 
χαρακτήρες.  Όλες οι µεταβλητές ή σταθερές που χρησιµοποιούνται είναι πραγµατικοί 
αριθµοί διπλής ακρίβειας στην περιοχή ±5.0 * 10-324 έως ±1.7 * 10308

 µε ακρίβεια 15 
τουλάχιστον ψηφίων. Σχόλια µπορούν να εισαχθούν χρησιµοποιώντας τους χαρακτήρες 
«//» σαν διακριτικό είτε στην αρχή µιας γραµµής, οπότε αυτή η γραµµή αγνοείται, ή µετά 
τη γραφή της εξίσωσης, οπότε ότι ακολουθεί αγνοείται επίσης. Οι κενές γραµµές 
αγνοούνται. Υπάρχει η δυνατότητα επιλογής για το αν στα σύµβολα των µεταβλητών θα 
διαφοροποιούνται τα πεζά από τα κεφαλαία γράµµατα ή όχι. Στην περίπτωση 
διαφοροποίησης πεζών – κεφαλαίων, οι υποστηριζόµενες συναρτήσεις αναγνωρίζονται µε 
κεφαλαία γράµµατα. Αυτή η δυνατότητα δίνεται για να µπορούν να χρησιµοποιηθούν τα 
πεζά σαν δείκτες, καθόσον δεν υποστηρίζονται δείκτες στη γραφή των  µεταβλητών.  
Επιτρέπεται η χρήση παρενθέσεων µέχρι 10 επιπέδων. 

 
 Μετά την εισαγωγή των εξισώσεων ακολουθεί συντακτικός έλεγχος. Εδώ 
ελέγχονται οι υποστηριζόµενες συναρτήσεις και η σύνταξή τους, η ύπαρξη και η 
πληρότητα των παρενθέσεων, η ύπαρξη αριστερού και δεξιού µέλους των εξισώσεων κλπ. 
Συγχρόνως ελέγχεται και η πληρότητα των εξισώσεων. Η σειρά ελέγχου είναι από την 
τελευταία προς την πρώτη, έτσι ώστε η πρώτη εξίσωση να έχει σαν αριστερό µέλος την 
µεταβλητή της οποίας ψάχνουµε την αβεβαιότητα. Σαν πληρότητα εννοείται ότι για κάθε 
εξίσωση που ελέγχεται θα πρέπει να είναι γνωστές όλες οι µεταβλητές του δεξιού µέλους. 
∆ηλαδή αν είναι ενδιάµεσα αποτελέσµατα θα πρέπει να έχει προηγηθεί η εξίσωση 

Σχήµα 3. Εισαγωγή εξισώσεων 
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ορισµού τους. Σε κάθε περίπτωση που διαγιγνώσκεται είτε συντακτικό λάθος είτε µη 
πληρότητα εξισώσεων είτε µη αποδεκτό αναγνωριστικό µεταβλητής δίνεται µήνυµα 
λάθους και αναστέλλεται η δυνατότητα προόδου της εφαρµογής. 
 Ακολουθεί ο προσδιορισµός των µεταβλητών. Εδώ, αν µεν πρόκειται για 
εξισώσεις που έχουν εισαχθεί από αρχείο της εφαρµογής, ελέγχεται αν οι µη 
προσδιοριζόµενες µεταβλητές είναι ήδη χαρακτηρισµένες σαν σταθερές ή σαν 
ανεξάρτητες. Αν πρόκειται για εξισώσεις που έχουν εισαχθεί από αρχείο κειµένου ή απ’ 
ευθείας, βρίσκονται οι µη προσδιοριζόµενες µεταβλητές και χαρακτηρίζονται σαν 
ανεξάρτητες (τύπου Α), οπότε και θα πρέπει να τους δοθούν τιµές ή να αλλαχθεί ο 
χαρακτηρισµός τους από τον χρήστη. Κάθε µεταβλητή µπορεί να χαρακτηρισθεί σαν 
ενδιάµεσο αποτέλεσµα, σταθερή (πχ κάποιος συντελεστής, ο αριθµός π κλπ), Τύπου Α 
οπότε θα πρέπει να εισαχθούν στην εφαρµογή και οι τιµές που έχουν µετρηθεί, Τύπου Β. 
Για τις µεταβλητές τύπου Β θα πρέπει να ορισθεί το είδος της κατανοµής τους και τα 
χαρακτηριστικά της κατανοµής, πχ κανονική (Gaussian – normal), η διευρυµένη 
αβεβαιότητα (expanded uncertainty) και συντελεστής κάλυψης (coverage factor). Οι 
υποστηριζόµενες κατανοµές στην παρούσα έκδοση είναι η κανονική και η ορθογωνική. 
Στο σχήµα 4 φαίνεται η φόρµα ορισµού µεταβλητών. 

 
3.2 Εκτέλεση µοντέλου 
 Για την εκτέλεση του µοντέλου απαιτείται η διερµηνεία των δοσµένων 
παραστάσεων εξισώσεων. Η σειρά εκτέλεσης των πράξεων γίνεται µε προτεραιότητα στις 
παρενθέσεις και ακολουθούν οι ενσωµατωµένες συναρτήσεις, οι πολλαπλασιασµοί και οι 
διαιρέσεις και τέλος οι προσθέσεις και οι αφαιρέσεις, και από δεξιά προς τα αριστερά. 
Στις µεταβλητές τύπου Β δίνονται τιµές µέσα στην κατανοµή που τους έχει ορισθεί από 
ενσωµατωµένες γεννήτριες τυχαίων αριθµών. 
 
3.3 Έκδοση αποτελεσµάτων 
 Μετά την εκτέλεση του µοντέλου τα αποτελέσµατα µπορούµε να εκτυπώσουµε ή 
να τα δούµε στην οθόνη. Τα αποτελέσµατα που εκτυπώνονται είναι για κάθε µεταβλητή 
που εµφανίζεται στις δοσµένες εξισώσεις η τιµή της, η τυπική αβεβαιότητά της, οι βαθµοί 

Σχήµα 4. Ορισµός µεταβλητών. 
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ελευθερίας (όπου ορίζονται), ο συντελεστής ευαισθησίας, η συµµετοχή της στην 
αβεβαιότητα και ο συντελεστής συσχέτισης.  
 
4. Σύγκριση Μεθόδων στην ∆ιακρίβωση Μάζας 
 

Για την µέτρηση της µάζας ενός πρότυπου βάρους χρησιµοποιείται η µέθοδος της 
συγκριτικής ζύγισης µε αντικατάσταση (substitution weighing), ήτοι ζυγίζονται κατά 
σειρά το πρότυπο αναφοράς (r) και το πρότυπο δοκιµής (t) µε ακολουθίες ζύγισης rttr 
(διπλή αντικατάσταση) ή rtr (απλή αντικατάσταση) ώστε να αναιρείται η γραµµική 
ολίσθηση µε την προϋπόθεση ότι το χρονικό διάστηµα µεταξύ διαδοχικών ζυγίσεων είναι 
σταθερό. Το είδος του κύκλου ζύγισης και ο ελάχιστος αριθµός των κύκλων εξαρτάται 
από την επιδιωκόµενη αβεβαιότητα της διακρίβωσης. Με την συγκριτική ζύγιση 
προσδιορίζεται η µάζα ενός αντικειµένου από την µάζα γνωστού προτύπου βάρους 
αναφοράς και την διαφορά ένδειξης του ζυγού που χρησιµοποιείται. Η σύγκριση των 
δυνάµεων που ασκούνται στον ζυγό από το αντικείµενο και το πρότυπο αναφοράς έχει ως 
αποτέλεσµα την ύπαρξη µιας διαφοράς δύναµης ∆mw⋅g που δίνεται από την σχέση 

g∆m=)]gρρ-(1m-)ρρ-(1m[ wrastat   (5) 
όπου mt, ρt και mr, ρr είναι οι µάζες και οι πυκνότητες του προτύπου δοκιµής και 
αναφοράς αντίστοιχα και ρa η πυκνότητα του αέρα. Η µάζα του αγνώστου αντικειµένου, 
µε χρήση της ευαισθησίας S και της ένδειξης ∆Iw του ζυγού, γράφεται ως 

( )ρρ-1S
∆I+)

ρρ-1
ρρ-1

(m=m
ta

w

ta

ra
rt   (6) 

που προσεγγιστικά δίνεται από την σχέση 

S
∆I+)

ρρ
)ρ-ρ(ρ

+(1m=m w

tr

tra
rt   (7) 

Πίνακας 1. Τιµές και τυπικές αβεβαιότητες των µεταβλητών εισόδου του µοντέλου 
διακρίβωσης µάζας. 

Xi PDF xi u(xi) 

mr Κανονική 1000,003 g 0,75 mg 

ρr Ορθογωνική 7900 kg/m3 14 kg/m3 

ρt Ορθογωνική 7950 kg/m3 40 kg/m3 

ρa Κανονική 1,187 kg/m3 0,001 kg/m3 

S Κανονική 10 div./mg 0,6 div./mg 

∆Iw Κανονική 61 div. 1,1 div. 

Ο όρος  
ρρ
ρρρ

ts

tsa )( −
 συνήθως συµβολίζεται µε Β και αποτελεί την λεγόµενη διόρθωση 

λόγω άνωσης του αέρα. Η πυκνότητα του αέρα υπολογίζεται από την µέτρηση της 
θερµοκρασίας T, σχετικής υγρασίας %r.h. και ατµοσφαιρικής πίεσης p [8]. Στον πίνακα 1. 
παρουσιάζονται οι τιµές, αβεβαιότητες και οι κατανοµές πυκνότητας πιθανοτήτων των 
αντίστοιχων µεταβλητών εισόδου που θα χρησιµοποιηθούν στην συγκριτική αξιολόγηση 
των δύο µεθόδων (κλασσική και υπολογιστική) εκτίµησης της µετρητικής αβεβαιότητας 
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της µάζας σύµφωνα µε το µοντέλο της σχέσης (7). Στον πίνακα 2 φαίνονται οι 
συντελεστές ευαισθησίας που χρησιµοποιούνται στον νόµο διάδοσης των αβεβαιοτήτων 
ενώ στον πίνακα 3 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα που προέκυψαν για τα στοιχεία των 
πινάκων 1. και 2. Επιπλέον στον ίδιο πίνακα παρουσιάζονται και τα αποτελέσµατα από 
την εφαρµογή της µεθόδου Monte-Carlo, δεδοµένων των pdf των µεταβλητών του 
µοντέλου (πίνακας 1.). Τέλος, στο σχήµα 5 παρουσιάζονται γραφικά τα αποτελέσµατα 
εκτίµησης της αβεβαιότητας διακρίβωσης µάζας. Το σχήµα περιέχει προσεγγίσεις της 
συνάρτησης πυκνότητας πιθανοτήτων όπως προέκυψε από την εφαρµογή των δύο 
µεθοδολογιών καθώς και τα διαστήµατα εµπιστοσύνης για επίπεδο εµπιστοσύνης 95% 
που ταυτίζονται για τις δυο µεθόδους.     
 

Πίνακας 2. Συντελεστές Ευαισθησίας του Ν∆Α 

Xi 
X∂
Y∂

i
 xX

Y
ii∂

∂
 

mr 1 1 

ρr 
ρ
ρm
2
r

ar  1,9x10-8 m3 

ρt 
ρ
ρm

- 2
t

ar  -1,9x10-8 m3 

ρa 
ρρ
ρ-ρ

m
ts

ts
s  -8,0x10-7 m3 

S 
S
∆I

- 2
w  -0,61 mg2/div. 

∆Iw 
S
1

 0,1 mg/div. 
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Σχήµα 5. Προσεγγίσεις της PDF για το µετρούµενη µέγεθος mτ, όπως προέκυψε από α) 
τον Ν∆Α, (συµπαγής γραµµή) και β)την προσοµοίωση MC (ιστόγραµµα). Η µεσαία 
κάθετη γραµµή αντιστοιχεί στην αναµενόµενη τιµή της µάζας ενώ οι κάθετες γραµµές 

οριοθετούν το διάστηµα εµπιστοσύνης. 
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Πίνακας 3. Συγκριτική αποτίµηση αποτελεσµάτων διακρίβωσης µάζας µε τον Ν∆Α και 
προσοµοίωση MC 

Μέθοδος 
Υπολογισµού 

Τιµή Μάζας (mg) Τυπική 
Αβεβαιότητα (mg) 

95% ∆ιάστηµα 
Εµπιστοσύνης (mg) 

Κλασσική- Ν∆Α 1 kg +8,2 mg 1,1 6 5,9 3 - 10,4 7 

Υπολογιστική-MC 1 kg +8,2 mg 1,2 4 5,9 3 - 10,4 7 

 
5. Συµπεράσµατα 
 

Σχεδιάσαµε και υλοποιήσαµε µια παραθυρική εφαρµογή για την εκτίµηση της 
αβεβαιότητας µε τη µέθοδο προσοµοίωσης Monte-Carlo.  Η εφαρµογή περιλαµβάνει: 
εισαγωγή των εξισώσεων του µοντέλου, χαρακτηρισµό και αρχικοποίηση των 
παραµέτρων και µεταβλητών του µοντέλου,  υπολογισµό της αβεβαιότητας και εµφάνιση 
των αποτελεσµάτων. Για τον έλεγχο της λειτουργικότητάς της εφαρµόστηκε στην 
εκτίµηση της αβεβαιότητας για τη µέτρηση της µάζας µε τη µέθοδο της συγκριτικής 
ζύγισης και συγκρίναµε τα αποτελέσµατα µε αυτά της µεθόδου Ν∆Α. Παρόλο που 
εµφανίζεται διαφορά στην τυπική αβεβαιότητα, η αναµενόµενη τιµή και το διάστηµα 
εµπιστοσύνης ταυτίζονται. Το αποτέλεσµα αυτό ήταν αναµενόµενο καθώς για τη 
συγκεκριµένη περίπτωση οι εξισώσεις που περιγράφουν τη µέθοδο είναι γραµµικές και οι 
κατανοµές κανονικές και εποµένως η εφαρµογή της Ν∆Α δίνει αξιόπιστες εκτιµήσεις.  
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