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Περίληψη : Παρουσιάζεται η µεθοδολογία εκτίµησης των παραµέτρων ενός διακριτού 
γραµµικού µοντέλου πολλών µεταβλητών βάσει του κριτηρίου των ελαχίστων τετραγώνων 
όταν οι διαθέσιµες µετρήσεις είναι µε την µορφή διαφορών που προκύπτουν από την 
σύγκριση αντικειµένων µε ίσες ονοµαστικές τιµές. Η µέθοδος υπολογιστικά στηρίζεται στην 
ανάλυση του πίνακα σχεδιασµού κατά ιδιάζουσες τιµές (Singular Value Decomposition) και 
παρέχει την βέλτιστη δυνατή λύση µε το ελάχιστο µέτρο. Η σπουδαιότητα της µεθόδου 
έγκειται στο ότι ξεπερνά την αδυναµία αντιστροφής του πίνακα σχεδιασµού χωρίς την χρήση 
επιπλέον υποθέσεων για την στατιστική κατανοµή των σφαλµάτων, σε σχέση µε τα 
«κανονικά» ελάχιστα τετράγωνα, εκµεταλλευόµενη στο έπακρο την γεωµετρία των 
διανυσµατικών χώρων των παραµέτρων και µετρήσεων. Η µέθοδος εφαρµόζεται στον 
προσδιορισµό των παραµέτρων και του πίνακα συνδιακύµανσης στο πρόβληµα των 3 
συγκρίσεων µε ένα πρότυπο αναφοράς.  
 
1. Εισαγωγή 
  
 Η διακρίβωση ορίζεται ως το σύνολο των εργασιών που καθορίζουν, κάτω από 
συγκεκριµένες συνθήκες, τη σχέση  ανάµεσα στην τιµή ενός µεγέθους, όπως προκύπτει 
από την ένδειξη ενός µετρητικού οργάνου, και την αντίστοιχη τιµή που υλοποιείται µέσω 
ενός προτύπου αναφοράς. Από τον ορισµό γίνεται αντιληπτό ότι η έννοια της 
διακρίβωσης είναι συνυφασµένη µε αυτή της συγκριτικής µέτρησης µεγεθών και ανάγεται 
γενικά στον προσδιορισµό n παραµέτρων από αριθµό m παρατηρήσεων, όπου συνήθως m 
> n. Όταν οι παρατηρήσεις ανήκουν στην ίδια στατιστική κατανοµή και δεν είναι 
συσχετισµένες, η βέλτιστη εκτίµηση των n παραµέτρων προκύπτει από την επίλυση του 
προβλήµατος των «κανονικών» ελαχίστων τετραγώνων (OLS) και προσδιορίζονται οι µη-
µεροληπτικοί εκτιµητές µε ελάχιστη διακύµανση (Minimum Variance Unbiased Estimates 
-MVUE) [1].  ∆υστυχώς η επίλυση του προβλήµατος OLS στην περίπτωση που οι 
παρατηρήσεις είναι διαφορές µεταξύ αντικειµένων µε ίδιες ονοµαστικές τιµές δεν είναι 
εφικτή λόγω της φύσης του πίνακα σχεδιασµού του πειράµατος. Η αδυναµία επίλυσης σε 
αυτή την περίπτωση πηγάζει από το ότι δεν υπάρχει µία τιµή αναφοράς σε σχέση µε την 
οποία θα προσδιοριστούν οι άγνωστοι παράµετροι. Η αντιµετώπιση συνήθως γίνεται µε 
την µέθοδο των παραγόντων Lagrange όπου η γνωστή τιµή της αναφοράς εισάγεται στο 
πρόβληµα ως περιορισµός [2]. Το πρόβληµα που ανακύπτει τότε είναι η µη ισότιµη χρήση 
της τιµής αναφοράς, αφού στον µεν προσδιορισµό των εκτιµητών θεωρείται µία 
παράµετρος χωρίς αβεβαιότητα ενώ στην εκτίµηση της αβεβαιότητάς των  
περιλαµβάνεται και η αβεβαιότητά της σύµφωνα µε τους κανόνες του ISO “GUM” [3]. 
Επιπλέον, αν οι υποθέσεις που αφορούν στα στατιστικά χαρακτηριστικά των 
παρατηρήσεων δεν ικανοποιούνται αποδεικνύεται ότι οι εκτιµητές OLS των παραµέτρων 
δεν έχουν ελάχιστη διακύµανση[4]. Τότε µε το θεώρηµα Gauss-Markov η εύρεση του 
MVUE θα προκύψει από την επίλυση του αντίστοιχου προβλήµατος των γενικευµένων 
ελαχίστων τετραγώνων [5].  
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 Στην εργασία αυτή παρουσιάζεται µία µέθοδος επίλυσης του προβλήµατος OLS 
που αφενός αντιµετωπίζει την αδυναµία επίλυσης και αφετέρου παράγει εκτιµητές µε 
ελάχιστη διακύµανση. Οι εκτιµητές αυτοί είναι µεροληπτικοί αλλά αυτό δεν είναι 
ουσιαστικό αφού η µεροληψία τους αναιρείται από την χρήση της τιµής αναφοράς µέσα 
στην διαδικασία εκτίµησης. Η µέθοδος κάνει χρήση της ανάλυσης του πίνακα σχεδιασµού 
κατά ιδιάζουσες τιµές (Singular Value Decomposition - SVD) [6,7] που εκµεταλλεύεται 
την ύπαρξη 4 θεµελιωδών διανυσµατικών υποχώρων που συνθέτουν τους διανυσµατικούς 
χώρους των παραµέτρων Rn, και των µετρήσεων Rm.  
      
2. Οι 4 Θεµελιώδεις Υπόχωροι ενός Γραµµικού Μετασχηµατισµού 
  
 Κάθε mxn πίνακας A αναπαριστά ένα γραµµικό µετασχηµατισµό φ: Rn → Rm και 
ορίζει 4 υποχώρους [8], τον: 

• µηδενοχώρο του A, Ν(A), που παράγεται από τις λύσεις της Ax = 0 και έχει 
διάσταση n - r, όπου r η τάξη στηλών (γραµµών) του A 

• χώρο γραµµών του A, R(AT), που παράγεται από τις γραµµές του Α και έχει 
διάσταση r 

• χώρο στηλών του A, R(A), που παράγεται από τις στήλες του Α, δηλ. τις λύσεις 
της Ax = b και έχει διάσταση r  

• µηδενοχώρο του AT, N(AT), ή αριστερός µηδενοχώρος του A, που παράγεται από 
τις λύσεις της ATx = xTA = 0  και έχει διάσταση m - r 

Οι παραπάνω υπόχωροι δεν είναι τυχαίοι. Ανά δύο αποτελούν ορθογώνια συµπληρώµατα, 
και συνθέτουν εξολοκλήρου τους χώρους Rn και Rm, ισχύει δηλ., 

• R(AT) ┴ Ν(A) και R(AT)⊕Ν(A) = Rn 
• R(A) ┴ Ν(AT) και R(A)⊕Ν(AT) = Rm 

 Στο σχήµα 1 αναπαριστάται η δράση του µετασχηµατισµού φ σε ένα τυχαίο 
διάνυσµα Rx + x =x n

nr ∈ , που έχει µία  συνιστώσα στον χώρο γραµµών, R(AT), και µία 
στον µηδενόχωρο του Α, Ν(A), δηλ. ο πίνακας Α είναι ελλιπούς τάξης µε r < n. Από το 
σχήµα φαίνεται ότι η δράση του µετασχηµατισµού στο x έχει ως αποτέλεσµα την 
απεικόνιση του xn στο µηδέν (Axn = 0) και του xr στο χώρο των στηλών (Axr = Ax). Τότε 
οι πληροφορίες που περιέχονται στη συνιστώσα xn χάνονται µετά την απεικόνιση µε 
συνέπεια την αδυναµία αντιστροφής του µετασχηµατισµού αφού αυτό θα ισοδυναµούσε 
µε την κατασκευή του Ν(A) από ένα µηδενικό διάνυσµα µόνο. Στην γλώσσα της άλγεβρας 
αυτό αντιστοιχεί µε την ύπαρξη άπειρων λύσεων του συστήµατος Αx = y. 

 
Σχήµα 1. Η δοµή των Rn και Rm και η δράση του γραµµικού µετασχηµατισµού Α σε 

R∈x n  (ευθύ πρόβληµα). 
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Αντίστοιχα, στο σχήµα 2 απεικονίζεται το λεγόµενο «αντίστροφο πρόβληµα». Εδώ ο 
πίνακας Β αναπαριστά τον µετασχηµατισµό Rm → Rn και ταυτίζεται µε τον λεγόµενο 
ψευδο-αντίστροφο A+ [8]. Συνήθως οι παρατηρήσεις είναι περισσότερες από τις 
παραµέτρους δηλ., m>n και εάν Ν(AΤ) ≠ 0, οι πληροφορίες που περιέχονται στη 
συνιστώσα yn απεικονίζονται στο µηδέν. Ο αντίστροφος αυτός µετασχηµατισµός, αν είναι 
εφικτός (Ν(A) = 0), θα έχει ως αποτέλεσµα στην καλύτερη περίπτωση το διάνυσµα xr Є 
R(AT). Αυτό αντιστοιχεί στην περίπτωση εύρεσης της βέλτιστης λύσης του συστήµατος 
Αx = y βάσει κάποιου κριτηρίου, όπως αυτό των ελαχίστων τετραγώνων. 

 
Σχήµα 2. Η δράση του γραµµικού µετασχηµατισµού Β σε Ry m∈  (αντίστροφο 

πρόβληµα). 
  
3. Η Γεωµετρία των Ελαχίστων Τετραγώνων  
  
 ∆οθέντος ενός γραµµικού µετρητικού µοντέλου   

ε+Ax=Y      (1) 
όπου ο πίνακας σχεδιασµού (design matrix) A είναι mxn, το διάνυσµα των παρατηρήσεων 
Y είναι mx1, το διάνυσµα των παραµέτρων x είναι nx1 και το διάνυσµα των τυχαίων 
σφαλµάτων ε είναι mx1, ο προσδιορισµός των παραµέτρων ανάγεται στην επίλυση ενός 
υπερπροσδιορισµένου γραµµικού συστήµατος m εξισώσεων µε n αγνώστους που γενικά 
είναι µη-συµβιβαστό. Γεωµετρικά, το µη-συµβιβαστό σύστηµα σηµαίνει ότι το Y δεν 
ανήκει εξολοκλήρου στον χώρο των στηλών R(A) του Α και εποµένως δεν µπορεί να 
γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός των στηλών του A. Το καλύτερο που µπορεί να 
επιτευχθεί είναι να βρεθεί ένα διάνυσµα xA) ∈ R(A), που ελαχιστοποιεί το µήκος του 
διανύσµατος της διαφοράς xA-Y 2) . Από την κατασκευή της η διαφορά Y - xA)  ανήκει 
στο ορθογώνιο συµπλήρωµα του R(A), δηλ. στον αριστερό µηδενοχώρο του Α, N(AT). 
Τότε θα έχουµε  

( ) YA=xAA0=xA-YA TTT )) ⇒   (3) 
Η σχέση αυτή είναι ένα nxn σύστηµα, και αποτελεί τις λεγόµενες «κανονικές εξισώσεις». 
Έστω Α = [a1,…,ai,…,an] όπου το ai είναι mx1 στηλο-διανύσµατα και το xT) = [x1,…,xn] 
γραµµο-διάνυσµα. Τότε η παραπάνω σχέση γράφεται 
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Οι «κανονικές εξισώσεις» λοιπόν προσδιορίζουν το διάνυσµα xA)  του οποίου οι 
προβολές  στις στήλες του πίνακα Α να είναι ίσες µε τις προβολές του Y σε αυτές. Στο 
σχήµα 3 απεικονίζεται η γεωµετρία των ελαχίστων τετραγώνων στην απλή περίπτωση Rm 
= R3. 
 Η επίλυση γράφεται ως 

YA)AA(=x TT -1)     (4) 

όπου A)AA(=A TT+ -1 . Στην περίπτωση που ο µηδενοχώρος Ν(A) = 0, οι στήλες του Α 
παράγουν τον χώρο R(A) και αν είναι και γραµµικώς ανεξάρτητες αποτελούν τα 
διανύσµατα βάσης του. Τότε οι «κανονικές εξισώσεις» επιλύονται αφού ο συµµετρικός 
nxn πίνακας ATA είναι αντιστρέψιµος. Αν επιπλέον η βάση του υποχώρου R(A) είναι 
ορθογώνια τότε ο πίνακας ATA είναι διαγώνιος και η αντιστροφή του είναι εύκολη. Μία 
τέτοια βάση για τον χώρο αυτό αποτελούν τα ιδιο-διανύσµατα του πίνακα αυτού. 
Αντίθετα, αν ο µηδενοχώρος Ν(A) ≠ 0, τότε οι στήλες του Α είναι γραµµικώς 
εξαρτηµένες, συνθήκη που καθιστά τον πίνακα ATA µη-αντιστρέψιµο (ιδιάζων). Σε αυτή 
την περίπτωση η ανάλυση των ιδιαζουσών τιµών (SVD) παράγει τον Α+ που µπορεί να 
δώσει µία λύση x* από το άπειρο πλήθος που υπάρχει µε επιπλέον, αλλά όχι πάντοτε 
επιθυµητό, χαρακτηριστικό το ελάχιστο µέτρο }Rxxmin{=*x n

i i ∈∀ .      
 

 
Σχήµα 3. Γεωµετρική αναπαράσταση των «κανονικών εξισώσεων» του γραµµικού 

συστήµατος Y = Ax 
 

3. Ανάλυση Ιδιαζουσών Τιµών (Singular Value Decomposition)  
  
 Η ανάλυση ιδιαζουσών τιµών (SVD) είναι η φυσική επέκταση της 
διαγωνιοποίησης ενός συµµετρικού nxn πίνακα που αναπαριστά τον µετασχηµατισµό Rn 
→ Rn. Πιο συγκεκριµένα ισχύει το παρακάτω θεώρηµα [5]  
 Κάθε mxn πίνακας Α που αναπαριστά ένα γραµµικό µετασχηµατισµό φ: Rn → Rm 
αναλύεται στην µορφή Α = UΣVT όπου οι ορθογώνιοι πίνακες U και V είναι mxm και nxn 
αντίστοιχα, και ο διαγώνιος πίνακας mxn Σ έχει τα µη-αρνητικά στοιχεία της κεντρικής 
διαγωνίου του διατεταγµένα σε φθίνουσα σειρά και καταλαµβάνουν τις r πρώτες θέσεις στην 
διαγώνιό του, µε r την τάξη του πίνακα Α. 
 Οι στήλες των U και V απαρτίζονται από τα ιδιο-διανύσµατα των AAT και ATA 
αντίστοιχα ενώ τα r διαγώνια στοιχεία του Σ, ονοµάζονται ιδιάζουσες τιµές, και ισούνται 
µε τις τετραγωνικές ρίζες των µη-µηδενικών ιδιο-τιµών του ATA (AAT). Η SVD 
εποµένως κατασκευάζει ορθογώνιες βάσεις για τους χώρους Rm και Rn και µάλιστα µε 
τέτοιο τρόπο ώστε η ορθογωνιότητα να διατηρείται κατά την δράση του Α, δηλ., AV = 
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UΣ. Οι στήλες των U και V παράγουν ορθογώνιες βάσεις για τους 4 θεµελιώδεις 
υπόχωρους, όπως φαίνεται στο σχήµα 4, ήτοι: 
 

)vv,vv
)uu,uuUΣV=A

n1+rr1
m1+rr1

T 43421 L321L

O

O

43421 L321L βάσηN(A))AβάσηR(

( T

0
σ

σ

)AβάσηN(βάσηR(A)
(= Tr

1

T 0

0
  

 

 
Σχήµα 4. Οι θεµελιώδεις υπόχωροι και τα ορθοκανονικά βασικά τους διανύσµατα, όπως 

κατασκευάζονται από την ανάλυση ιδιαζουσών τιµών (SVD). 
 
 Με τον φορµαλισµό της SVD το πρόβληµα εύρεσης του ψευδο-αντιστρόφου όταν 
ο µηδενοχώρος Ν(A) ≠ 0 και προσδιορισµού των παραµέτρων του µοντέλου (1) γράφεται: 

*)xVΣYU(U=*)xVU(Σ)YU(U=*xUΣVY=*AxY TTT ---- TT  

cb=*AxY -Σ-     (5) 
όπου x* είναι η λύση που προκύπτει και έγινε χρήση της ιδιότητας 1=U  αφού ο U είναι 
ορθογώνιος πίνακας. Το πρόβληµα εποµένως ανάγεται στην εύρεση των προβολών, 

*xV=b T , στον χώρο R(AT) που παράγουν απεικονίσεις στον χώρο R(A) που είναι οι 
πλησιέστερες στις προβολές YU=c T στον ίδιο χώρο. Η ανάλυση SVD µε µία «γοργή 
κίνηση» απέφυγε το µέρος του προβλήµατος που ενδεχοµένως το καθιστά ιδιάζων, δηλ. 
τις προβολές του x* στο µηδενοχώρο N(A) και ταυτόχρονα ελάττωσε τις διαστάσεις του 
πεδίου τιµών του Α, προβάλλοντας το Y στον χώρο στηλών R(A), ώστε να µπορεί να 
επιλυθεί το σύστηµα βέλτιστα µε την έννοια των ελαχίστων τετραγώνων.   
  Αν τα µη-µηδενικά διαγώνια στοιχεία του Σ είναι σi, 1≤i≤r και οι συνιστώσες του 
b είναι bi, 1≤i≤n τότε το διάνυσµα της σχέσης (5) γράφεται ως 
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συνιστώσες br+1,…,bn µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή αφού δεν επιδρούν καθόλου 
στο πρόβληµα της ελαχιστοποίησης. Αν αυθαίρετα επιλεγεί η τιµή τους ίση µε το µηδέν 
τότε η λύση αποτελεί το διάνυσµα µε το ελάχιστο µήκος (minimum norm solution). Η 
παραπάνω επιλογή γίνεται µετά την αντιστροφή του διαγώνιου πίνακα Σ αν τα τελευταία 
m-r διαγώνια στοιχεία του αντιστρόφου τεθούν ίσα µε µηδέν. Ο πίνακας, Σ+, που 
προκύπτει αποκαλείται ο γενικευµένος αντίστροφος κατά Moore-Penrose [6] και η 
επίλυση γράφεται ως 

YA=*x⇒
⇒)YU(ΣV=*)xV(V⇒cΣ=b⇒c=bΣ

+

T+T+

 (6) 

όπου Α+ =VΣ+UT είναι ο ψευδο-αντίστροφος του Α.  
 Η σχέση (6) αποτελεί µία «λύση» του προβλήµατος αλλά δεν είναι υποχρεωτικά η 
επιθυµητή λύση δεδοµένου ότι οι συνιστώσες του x που ανήκουν στον µηδενοχώρο N(A) 
δεν περιλαµβάνονται σε αυτή. Στα προβλήµατα συγκριτικής µέτρησης µε ένα πρότυπο 
αναφοράς ο µηδενοχώρος N(A) είναι πάντα µονοδιάστατος (rank(Α) = n-1). Εποµένως, το 
µέρος της λύσης που δεν περιλαµβάνεται στο αποτέλεσµα της SVD είναι πολλαπλάσιο 
του βασικού διανύσµατος αυτού του χώρου, δηλ., αν το βασικό διάνυσµα του 
µηδενοχώρου N(A)  είναι vo, τότε η πλήρης λύση θα είναι η v+*x=x od) όπου d ένας 
συντελεστής. Ο προσδιορισµός του d µπορεί να γίνει αν ο πίνακας Σ+ εξαναγκασθεί σε 
µη-µηδενική κεντρική διαγώνιο ώστε στην τελική λύση να συµπεριληφθεί η συνιστώσα 
του µηδενοχώρου N(A). Το παραπάνω αποτελεί ένα είδος κανονικοποίησης 
(regularization) η οποία εφαρµόζεται στα λεγόµενα «αντίστροφα προβλήµατα» µε σκοπό 
την χρήση προγενέστερης πληροφορίας [9]. Τότε η σχέση (6) γράφεται 

)YU)((ΣV=xc=b)(Σ T+ λ⇒λ )    (6′) 
Επισηµαίνοντας ότι το x)  είναι η αναµενόµενη λύση όπως θα προέκυπτε από την επίλυση 
των κανονικών εξισώσεων, αν αυτό ήταν εφικτό η σχέση (6′) γίνεται  
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Μετά από αρκετή άλγεβρα καταλήγουµε στο αποτέλεσµα  

v
u

Yu+*x=x o
o

T
o

2λ
)     (7) 

που είναι της ζητούµενης µορφής. ∆εδοµένου ότι η παράµετρος xR είναι γνωστή, µπορεί 
να προσδιορισθεί το λ και η πλήρης λύση προκύπτει ως  



 
1ο Τακτικό Εθνικό Συνέδριο Μετρολογίας                                                                                           Σελ.  180 

)(v*x=x o x-*x- R1
)     (7′) 

 
4. Αβεβαιότητα- Ο Πίνακας Συνδιακύµανσης  
 
 Μέχρι αυτό το σηµείο η εύρεση των βέλτιστων παραµέτρων του γραµµικού 
µοντέλου (1) αντιµετωπίσθηκε ως µία γεωµετρική κατασκευή που ταυτίζεται µε το 
κριτήριο των ελαχίστων τετραγώνων που τυχαίνει να έχει και στατιστική ερµηνεία. 
Σύµφωνα µε την σχέση (1) ισχύει ότι )εε(=xAY TE- 2) , δηλ. η βέλτιστη λύση είναι 
αυτή που ελαχιστοποιεί την διακύµανση της τυχαίας µεταβλητής ε, ή αντίστοιχα που 
µεγιστοποιεί την πιθανότητα οι εκτιµώµενοι παράµετροι να είναι οι βέλτιστοι βάσει των 
παρατηρήσεων (maximum likelihood principle) [1]. Στα πλαίσια του προβλήµατος OLS 
τα σφάλµατα ε είναι ανεξάρτητα και ισοδύναµα κατανεµηµένα (i.i.d.) και ακολουθούν 
κανονική κατανοµή N(0,σ2). Εξυπακούεται ότι και οι µετρήσεις Υ θα έχουν αυτά τα 
χαρακτηριστικά που µέσω του πίνακα Α διαδίδονται και στις εκτιµήσεις των παραµέτρων 
του προβλήµατος.  
 Η εφαρµογή της παραπάνω µεθοδολογίας παράγει εκτιµητή x* η αναµενόµενη 
τιµή του οποίου είναι µεροληπτική αφού: x=)x(E≠*)x(E ) . Η κανονικοποίηση του 
αποτελέσµατος µέσω της (7) όµως έχει ως αποτέλεσµα η τελική εκτίµηση να είναι 
αµερόληπτη. Η διακύµανση των µετρήσεων γράφεται ως  

})]Y(Y[)]Y(Y{[=)Yvar( TE-E-E  
όπου και δεδοµένου του µοντέλου (1), η παραπάνω σχέση γράφεται ως 

σΙE 2Τ
mxm=)εε(=)Yvar(     (8) 

όπου  Ιmxm είναι ο µοναδιαίος πίνακας. Από την (6) και από τον νόµο διάδοσης 
αβεβαιοτήτων [1] προκύπτει ο πίνακας συνδιακύµανσης (covariance matrix) του x* ως 

)AA(

]A)AA([)Y(VA)AA(*)xcov(
T

TT TTT

1-2

1--1

σ=

==
 (9) 

δηλ., ο παράγοντας (ΑΤΑ)-1 µεταφέρει την αβεβαιότητα των µετρήσεων στις εκτιµώµενες 
παραµέτρους του προβλήµατος µε την προϋπόθεση ότι η αντιστροφή είναι εφικτή. Στις 
περιπτώσεις συγκριτικών µετρήσεων όπου η αντιστροφή δεν είναι εφικτή µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί ο φορµαλισµός της SVD για τον προσδιορισµό του πίνακα 
συνδιακύµανσης οπότε η σχέση (9) γίνεται  

]VUUΣV=)]VU()VU[(=*)xcov( TTTT T Τ -12-12 Σ[σΣΣσ  
και λόγω των ιδιοτήτων των πινάκων UT = U-1 και VT = V-1,  προκύπτει ότι  

VΣV*)xcov( Τ-22σ=     (10) 
όπου ο Σ-2 είναι nxn και έχει στην διαγώνιο 1/σi

2 για i≤r<n και 0 για i>r. Η γεωµετρική 
ερµηνεία των παραπάνω γίνεται αν θεωρηθεί ότι η σχέση (8) αναπαριστά µία m-διάστατη 
υπερ-σφαίρα, και αποτελεί ένα νέφος αβεβαιότητας που συνοδεύει το διάνυσµα των 
µετρήσεων Υ. Μέσω των περιστροφών που επιφέρει η ανάλυση SVD (η σχέση (10) είναι 
ένας µετασχηµατισµός οµοιότητας από την βάση αυτών στην αρχική στην οποία είναι 
εκφρασµένο το πρόβληµα) η υπερ-σφαίρα προβάλλεται στο χώρο των στηλών R(A), 
επιµηκύνεται στους άξονες που ορίζονται από τα βασικά του διανύσµατα σύµφωνα µε τις 
ιδιάζουσες τιµές σi, και απεικονίζεται στον χώρο R(AΤ) ως ένα r-διάστατο ελλειψοειδές µε 
τους κύριους άξονες στις διευθύνσεις των βασικών διανυσµάτων αυτού του χώρου. Στην 
συνέχεια η έλλειψη τοποθετείται στον χώρο Rn.   
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 Ο υπολογισµός του πίνακα συνδιακύµανσης της αναµενόµενης λύσης του 
προβλήµατος v+*x=x od) , γίνεται εν συνεχεία µε εφαρµογή του νόµου διάδοσης των 
αβεβαιοτήτων δεδοµένου ότι  

v+*Zx=x oxR
)      (11) 

όπου ο πίνακας Ζ δείχνει τον τρόπο συνδυασµού των x1*,…,xn* ώστε να προκύψει η 
ζητούµενη εκτίµηση. Με λίγη άλγεβρα προκύπτει ο πίνακας συνδιακύµανσης ως 

vv)(uZ*)xcov(Z)xx()xcov( T
oo

TT m+=E= r
2)))  (12) 

 
5. Εφαρµογή: το Πρόβληµα των 3 Συγκρίσεων 
 
 Το πρόβληµα έγκειται στον προσδιορισµό της τιµής δύο αγνώστων αντικειµένων 
από συγκρίσεις µε ένα πρότυπο αναφοράς και µεταξύ τους, αποτελεί δε το απλούστερο 
υπεράριθµο σχήµα συγκριτικών µετρήσεων για αυτό τον προσδιορισµό. Στον 
προσδιορισµό Μάζας το πρόβληµα αποτυπώνεται µε µορφή πινάκων ως 
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01-1
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⇒
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2

1

2

1

R

=•Y=X•A   (13) 

όπου mR η µάζα του προτύπου αναφοράς, m1 και m2 οι άγνωστες τιµές και y1, y2, y3 τα 
αποτελέσµατα των συγκριτικών µετρήσεων. Εδώ πρέπει να αναφερθεί ότι για τον 
προσδιορισµό της µάζας στις πρωτογενείς µετρήσεις αποδίδεται η µονάδα της µάζας 
µέσω του προσδιορισµού της ευαισθησίας του συγκριτή και διορθώνονται για την 
διαφορά άνωσης που ασκείται στα συγκρινόµενα αντικείµενα [10]. Παρακάτω θα 
θεωρηθεί ότι στα αποτελέσµατα έχουν γίνει οι απαραίτητες διορθώσεις και ότι οι 
ενδείξεις είναι διαφορές µάζας χωρίς να ληφθούν υπόψη οι προφανείς αλλά αµελητέες 
συνδιακυµάνσεις που εισάγονται από αυτές.    
 Ο συγκεκριµένος πίνακας Α, παρόλο που είναι τετραγωνικός, είναι ελλιπούς τάξης 
λόγω της φύσης του προβλήµατος, δηλ. της συγκριτική µέτρηση. Αυτό το γεγονός 
καθιστά τον ATA µη-αντιστρέψιµο και η κλασσική αντιµετώπιση θα ήταν η χρήση 
περιορισµών στις κανονικές εξισώσεις µέσω συντελεστών Lagrange [11]. Η εφαρµογή 
της SVD στο πρόβληµα γίνεται µέσω της αντίστοιχης συνάρτησης του MATLAB [12], 
και παράγει τα ακόλουθα αποτελέσµατα: 
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Ο αριθµός των µη-µηδενικών ιδιαζουσών τιµών είναι και η τάξη του πίνακα Α. Η λύση 
του προβλήµατος µέσω του ψευδο-αντιστρόφου Α+ =VΣ+UT και των µετρήσεων 

yT = [-54,5 20,1 101,4] (µg) 
δίνεται ως 
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Η τιµή του προτύπου αναφοράς είναι 1 kg +10 µg µε αβεβαιότητα U(k=2) = 100 µg. Η 
πλήρης λύση θα προκύψει από την σχέση (7) ως  
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Ο πίνακας συνδιακύµανσης υπολογίζεται από την σχέση (10) ως  
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και ο συνολικός πίνακας συνδιακύµανσης θα είναι 
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Η εκτίµηση της διακύµανσης σο2

 έγινε από την σχέση [1] 

ν
yy

=s
T ))

2     (13) 

όπου ν ο αριθµός βαθµών ελευθερίας. Το τελικό αποτέλεσµα της σύγκρισης θα είναι  
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σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95%. Τα µη-διαγώνια στοιχεία του πίνακα συνδιακύµανσης 
έχουν σηµασία όταν χρησιµοποιηθούν συνδυασµοί των παραπάνω βαρών. 
 
6. Συµπεράσµατα 
 
 Παρουσιάσθηκε η ανάκτηση της βέλτιστης «εικόνας» µιας φυσικής διεργασίας 
από ένα σύνολο οργανωµένων δεδοµένων µέσω της επίλυσης του προβλήµατος των 
«κανονικών» ελαχίστων τετραγώνων (OLS) µε την µεθοδολογία της ανάλυσης των 
ιδιαζουσών τιµών (SVD). Τα χαρακτηριστικά της µεθοδολογίας είναι: 

• η παράκαµψη των δύο σηµαντικότερων δυσκολιών του «κλασσικού» 
προβλήµατος OLS στην ανάλυση συγκριτικών µετρήσεων, ήτοι την αδυναµία 
αντιστροφής του πίνακα σχεδιασµού λόγω ελλιπούς τάξης και της ατελούς 
αναπαράστασης του πίνακα συνδιακύµανσης. 

• ο προσδιορισµός µεροληπτικών εκτιµητών για τις ζητούµενες παραµέτρους που 
όµως κρίνεται επουσιώδης αφού η µεροληψία τους αναιρείται από την χρήση της 
τιµής αναφοράς ως οριακή συνθήκη ή προγενέστερης πληροφορίας κατά την 
διαδικασία της εκτίµησης. 

• η γεωµετρική ερµηνεία του προβλήµατος και η απεικόνιση των δεδοµένων και 
των ζητούµενων παραµέτρων στους 4 θεµελιώδης διανυσµατικούς υποχώρους 
στους οποίους αναπαριστάται η διεργασία.  

• η δυνατότητα βελτίωσης της εκτίµησης µε την ενσωµάτωση νέας πληροφορίας  σε 
σχέση µε το µετρητικό σύστηµα µέσω αναδροµικών σχέσεων µεταξύ τυχαίων 
µεταβλητών και χρήσης Bayesian µεθόδων ( recursive linear estimation). 
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